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РРеешшееннииее ппррииммеерроовв кк ллееккццииии №№ 66

Пример №2.  Решить СЛОДУ методом Эйлера 

Дано:




+=
+=

xy4y
y3x2x

�
�

Решение:

1. Составим матрицу коэффициентов системы:









=

41
32

A

Замечание.
В первую строку матрицы записываются коэффициенты при функции x , а затем y из первого уравнения 
системы.
Во вторую строку матрицы записываются коэффициенты при функции x , а затем y из второго уравнения 
системы.

2. Составим матрицу EA λ− :









λ−

λ−
=λ−

41
32

EA

Составим характеристическое уравнение 0)EAdet( =λ− и найдем собственные значения матрицы.

Найдем определитель:

5613)4()2(
41

32
)EAdet( 2 +λ−λ=⋅−λ−⋅λ−=

λ−
λ−

=λ−

Приравняем полученный определитель к нулю: 0562 =+λ−λ - характеристическое уравнение.

Найдем собственные значения матрицы , решив уравнение:

0562 =+λ−λ
16546D 2 =⋅−=

1
2

166
1 =−=λ 5

2
166

2 =+=λ

Собственные значения матрицы – корни характеристического уравнения – простые, действительные.

3. 
Запишем матрицу EA 1λ− , где 11 =λ , и найдем собственный вектор матрицы:









=








−

−
=λ−

31
31

141
312

EA 1

Найдем собственный вектор 1V из уравнения:





=+
=+

⇒







=








⋅







⇒=⋅λ−

0v3v
0v3v

0
0

v
v

31
31

0V)EA(
21

21

2

1
11
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Т.к. уравнения в системе линейно-зависимы, найдем ее любое ненулевое решение:
Пусть 1v2 = , тогда из первого уравнения системы 3v3v 21 −=−= .
Окончательно:








−
=

1
3

V1

Запишем матрицу EA 2λ− , где 52 =λ , и найдем собственный вектор матрицы:









−

−
=








−

−
=λ−

11
33

541
352

EA 2

Найдем собственный вектор 2V из уравнения:





=−
=+−

⇒







=








⋅







−

−
⇒=⋅λ−

0vv
0v3v3

0
0

v
v

11
33

0V)EA(
21

21

2

1
22

Т.к. уравнения в системе линейно-зависимы, найдем ее любое ненулевое решение:
Пусть 1v2 = , тогда из второго уравнения системы 1vv 21 == .
Окончательно:









=

1
1

V2

4. Запишем решение системы в векторной форме:

t5
2

t1
1 e

1
1

Ce
1
3

C
y
x ⋅⋅ ⋅








+⋅







−
=









Запишем решение системы в скалярной форме:







⋅+⋅=

⋅+⋅−=
t5

2
t

1

t5
2

t
1

eCeCy

eCeC3x

Проверка:

Из решения: t5
2

t
1 eC5eC3x ⋅+⋅−=� и t5

2
t

1 eC5eCy ⋅+⋅=�
Подставим выражения для x , y , x� в первое уравнение исходной системы:

)eCeC(3)eCeC3(2eC5eC3 t5
2

t
1

t5
2

t
1

t5
2

t
1 ⋅+⋅+⋅+⋅−=⋅+⋅−

t5
2

t
1

t5
2

t
1

t5
2

t
1 eC3eC3eC2eC6eC5eC3 ⋅+⋅+⋅+⋅−=⋅+⋅−

t5
2

t
1

t5
2

t
1 eC5eC3eC5eC3 ⋅+⋅−≡⋅+⋅−

получено верное тождество 

Подставим выражения для x , y , y� во второе уравнение исходной системы:

)eCeC(4)eCeC3(eC5eC t5
2

t
1

t5
2

t
1

t5
2

t
1 ⋅+⋅+⋅+⋅−=⋅+⋅

t5
2

t
1

t5
2

t
1

t5
2

t
1 eC4eC4eCeC3eC5eC ⋅+⋅+⋅+⋅−=⋅+⋅

t5
2

t
1

t5
2

t
1 eC5eCeC5eC ⋅+⋅≡⋅+⋅

получено верное тождество 

Ответ:






⋅+⋅=

⋅+⋅−=
⋅⋅

⋅⋅

t5
2

t1
1

t5
2

t1
1

eCeCy

eCeC3x
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Пример №3.  Решить СЛОДУ методом Эйлера 

Дано:




+=
−=

yx3y
y3xx

�
�

Решение:

1. Составим матрицу коэффициентов системы:








 −
=

13
31

A

2. Составим матрицу EA λ− :









λ−

−λ−
=λ−

13
31

EA

Составим характеристическое уравнение 0)EAdet( =λ− и найдем собственные значения матрицы.

Найдем определитель:

102)3(3)1()1(
13

31
)EAdet( 2 +λ−λ=−⋅−λ−⋅λ−=

λ−
−λ−

=λ−

Приравняем полученный определитель к нулю: 01022 =+λ−λ - характеристическое уравнение.

Найдем собственные значения матрицы , решив уравнение:

01022 =+λ−λ
361042D 2 −=⋅−=

i31
2

362
1 −=−=λ i31

2
362

2 +=−+=λ

Собственные значения матрицы – корни характеристического уравнения – простые, комплексно-
сопряженные.

3. Т.к. корни характеристического уравнения 1λ и 2λ простые, комплексно-сопряженные, выберем любой 

из них, например i312 +=λ

Запишем матрицу EA 2λ− , где i312 +=λ , и найдем собственный вектор матрицы:









−
−−

=







−−
−−−

=λ−
i33

3i3
i3113

3i311
EA 2

Найдем собственный вектор 2V из уравнения:





=⋅−
=−⋅−

⇒







=







⋅







−
−−

⇒=⋅λ−
0vi3v3
0v3vi3

0
0

v
v

i33
3i3

0V)EA(
21

21

2

1
22

Т.к. уравнения в системе линейно-зависимы, найдем ее любое ненулевое решение:
Пусть 1v2 = , тогда из второго уравнения системы iivv 21 =⋅= .
Окончательно:









=

1
i

V2

Рассмотрим произведение:
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t

t
2

tt)i31(t
2

e
)t3sin(i)t3cos(
)t3cos(i)t3sin(

e
)t3sin(i)t3cos(

)t3sin(i)t3cos(ie)]t3sin(i)t3[cos(
1
i

e
1
i

eVP 2

⋅







⋅+
⋅+−

=

=⋅










⋅+
⋅+⋅=⋅⋅+⋅








=⋅








=⋅= ⋅+⋅λ

Окончательно:

tt e
)t3sin(
)t3cos(

ie
)t3cos(
)t3sin(

P ⋅







⋅+⋅







−
=

4. Запишем решение системы в векторной форме в виде линейной комбинации действительной и мнимой 
частей полученного произведения:

t
2

t
1 e

)t3sin(
)t3cos(

Ce
)t3cos(
)t3sin(

C
y
x

⋅







+⋅







−
=








Запишем решение системы в скалярной форме:







⋅+⋅=

⋅+⋅−=
t

2
t

1

t
2

t
1

e)t3sin(Ce)t3cos(Cy

e)t3cos(Ce)t3sin(Cx

Проверка:

Из решения:

)t3sin()C3C()t3cos()CC3(
e)t3cos(Ce)t3sin(C3e)t3sin(Ce)t3cos(C3x

2121

t
2

t
2

t
1

t
1

−−++−=
=⋅+⋅−⋅−⋅−=�

)t3sin()CC3()t3cos()C3C(
e)t3sin(Ce)t3cos(C3e)t3cos(Ce)t3sin(C3y

2121

t
2

t
2

t
1

t
1

+−++=
=⋅⋅+⋅+⋅+⋅−=�

Подставим выражения для x , y , x� в первое уравнение исходной системы:

)e)t3sin(Ce)t3cos(C(3e)t3cos(Ce)t3sin(C

e)t3sin()C3C(e)t3cos()CC3(
t

2
t

1
t

2
t

1

t
21

t
21

⋅+⋅−⋅+⋅−=

=⋅−−+⋅+−

)t3sin(C3)t3cos(C3)t3cos(C)t3sin(C)t3sin()C3C()t3cos()CC3( 21212121 −−+−=−−++−

)t3sin()C3C()t3cos()CC3()t3sin()C3C()t3cos()CC3( 21212121 −−++−≡−−++−
получено верное тождество 

Подставим выражения для x , y , y� во второе уравнение исходной системы:

t
2

t
1

t
2

t
1

t
21

t
21

e)t3sin(Ce)t3cos(Ce)t3cos(C3e)t3sin(C3

e)t3sin()CC3(e)t3cos()C3C(

⋅+⋅+⋅+⋅−=

=⋅+−+⋅+

)t3sin()CC3()t3cos()C3C()t3sin()CC3()t3cos()C3C( 21212121 +−++≡+−++
получено верное тождество 

Ответ:






⋅+⋅=

⋅+⋅−=
t

2
t

1

t
2

t
1

e)t3sin(Ce)t3cos(Cy

e)t3cos(Ce)t3sin(Cx
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Пример №4.  Решить СЛОДУ методом Эйлера 

Дано:




−=
+=

xy4y
yx2x

�
�

Решение:

1. Составим матрицу коэффициентов системы:









−

=
41
12

A

2. Составим матрицу EA λ− :









λ−−

λ−
=λ−

41
12

EA

Составим характеристическое уравнение 0)EAdet( =λ− и найдем собственные значения матрицы.

Найдем определитель:

96)1(1)4()2(
41

12
)EAdet( 2 +λ−λ=−⋅−λ−⋅λ−=

λ−−
λ−

=λ−

Приравняем полученный определитель к нулю: 0962 =+λ−λ - характеристическое уравнение.

Найдем собственные значения матрицы , решив уравнение:

0962 =+λ−λ
09436D 2 =⋅−=

3
2

06
1 =−=λ 3

2
06

2 =+=λ

Собственные значения матрицы – корни характеристического уравнения – кратные, действительные.

3.  
Запишем матрицу EA 1λ− , где 31 =λ :









−
−

=







−−

−
=λ−

11
11

341
132

EA 1

Для данной матрицы найдется только один линейно-независимый собственный вектор, поэтому будем 
искать решение СЛОДУ в виде:

t3e)tba(x ⋅⋅+=
t3e)tdc(y ⋅⋅+=

Тогда:
t3t3 etbeax ⋅⋅+⋅= ⇒ )et3e(bea3x t3t3t3 ⋅+⋅+⋅=�
t3t3 etdecy ⋅⋅+⋅= ⇒ )et3e(dec3y t3t3t3 ⋅+⋅+⋅=�

Подставим полученные выражения в первое уравнение системы:

�� ��� ���� ��� ������ ����� ��
� y

t3t3

x

t3t3

x

t3t3t3 )etdec()etbea(2)et3e(bea3 ⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅=⋅+⋅+⋅

Раскроем скобки и приведем подобные слагаемые в левой и правой частях уравнения:
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t3t3t3t3 et)db2(e)ca2(etb3e)ba3( ⋅⋅++⋅+=⋅⋅+⋅+
Приравняем коэффициенты при одинаковых функциях переменной t в левой и правой частях уравнения:





+=
+=+

db2b3
ca2ba3

⇒




=
=+

db
cba

Подставим полученные выражения во второе уравнение системы:

�� ��� ���� ��� ������ ����� ��
� x

t3t3

y

t3t3

y

t3t3t3 )etbea()etdec(4)et3e(dec3 ⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅⋅=⋅+⋅+⋅

Раскроем скобки и приведем подобные слагаемые в левой и правой частях уравнения:

t3t3t3t3 et)bd4(e)ac4(etd3e)dc3( ⋅⋅−+⋅−=⋅⋅+⋅+
Приравняем коэффициенты при одинаковых функциях переменной t в левой и правой частях уравнения:





−=
−=+

bd4d3
ac4dc3

⇒




=
=+

db
cda

Объединим соотношения для отыскания коэффициентов:











=
=+

=
=+

db
cda

db
cba

Очевидно, что в данной системе совпадают уравнения 2-е и 4-е, а также 1-е и 3-е при условии, что db = .

Для нахождения решения введем произвольные постоянные: 1Ca = и 2Cb = .

Тогда: 21 CCc +=  (из первого уравнения)

2Cd = (из второго уравнения)

4. Окончательно:
t3

21 e)tCC(x ⋅⋅+=
t3

221 e)tCCC(y ⋅⋅++=

Проверка:

Из решения: )et3e(CeC3x t3t3
2

t3
1 ⋅+⋅+⋅=� и )et3e(Ce)CC(3y t3t3

2
t3

21 ⋅+⋅+⋅+=�

Подставим выражения для x , y , x� в первое уравнение исходной системы:
t3

221
t3

21
t3t3

2
t3

1 e)tCCC(e)tCC(2)et3e(CeC3 ⋅⋅+++⋅⋅+⋅=⋅+⋅+⋅
tCCCtC2C2tC3CC3 22121221 ⋅+++⋅+=⋅++

tC3CC3tC3CC3 221221 ⋅++≡⋅++
получено верное тождество 

Подставим выражения для x , y , y� во второе уравнение исходной системы:
t3

21
t3

221
t3t3

2
t3

21 e)tCC(e)tCCC(4)et3e(Ce)CC(3 ⋅⋅+−⋅⋅++⋅=⋅+⋅+⋅+
tCCtC4C4C4tC3C4C3 21221221 ⋅−−⋅++=⋅++
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tC3C4C3tC3C4C3 221221 ⋅++≡⋅++
получено верное тождество 

Ответ:






⋅⋅++=

⋅⋅+=
t3

221

t3
21

e)tCCC(y

e)tCC(x


