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РРеешшееннииее ппррииммеерроовв кк ллееккццииии №№55

Пример №1.  Решить ЛОДУ 

Дано: 0y2yy =−′+′′
Решение:

1.  Составим характеристическое уравнение: 022 =−λ+λ
Это квадратное уравнение, вида 0cbxax 2 =++ , где 1a = , 1b = и 2c −= .

2. Решим характеристическое уравнение:

9)2(141ca4bD 2 =−⋅⋅−=⋅⋅−=

2
91

a2
Db

2,1
±−=±−=λ ⇒

1
2

2

1

=λ
−=λ

3. Запишем решение ЛОДУ:
21 −=λ - простой действительный корень 

12 =λ - простой действительный корень 

Получим: x1
2

x2
1 eCeCy ⋅⋅− ⋅+⋅=

Ответ: x
2

x2
1 eCeCy += −

Для корня
21 −=λ

Для корня
12 =λ
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Пример №2.  Решить ЛОДУ 

Дано: 0yy4y4 =+′+′′
Решение:

1. Составим характеристическое уравнение: 0144 2 =+λ+λ

2. Решим характеристическое уравнение:
014416D =⋅⋅−=

24
04

2,1 ⋅
±−=λ ⇒

2
1
2
1

2

1

−=λ

−=λ

3. Запишем решение ЛОДУ:

2
1

1 −=λ - кратный действительный корень 

2
1

2 −=λ - кратный действительный корень 

Эти корни кратные (совпадающие), кратность (число совпадений) 2k = .

Получим:
x

2
1

21 e)xCC(y
⋅−

⋅+=

Ответ: x2/1
21 e)xCC(y −+=

Для корней

2
1

1 −=λ и
2
1

2 −=λ



Приложение к лекции №5 стр.3 

Ст. преподаватель Лунева С.Ю., каф. 805 МАИ ,2004 г.

Пример №3.  Решить ЛОДУ 

Дано: 0y5y4y =+′+′′
Решение:

1.  Составим характеристическое уравнение: 0542 =+λ+λ

2. Решим характеристическое уравнение:
415416D −=⋅⋅−=

i2
2

i24
2

144
2

44
2,1 ±−=⋅±−=−⋅±−=−±−=λ ⇒

i2
i2

2

1

−−=λ
+−=λ

3. Запишем решение ЛОДУ:
i21 +−=λ - комплексно-сопряженный простой корень, действительная часть 2−=α , мнимая 1=β
i22 −−=λ - комплексно-сопряженный простой корень, действительная часть 2−=α , мнимая 1=β

Получим: x2
2

x2
1 e)x1sin(Ce)x1cos(Cy ⋅−⋅− ⋅⋅+⋅⋅=

Ответ: x2
2

x2
1 exsinCexcosCy −− ⋅+⋅=

Для корней
i21 +−=λ и i22 −−=λ
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Пример №4.  Решить ЛОДУ 

Дано: 0y81y18y )4()6( =′′++
Решение:

1. Составим характеристическое уравнение: 08118 246 =λ+λ+λ

2. Решим характеристическое уравнение:

0)8118( 242 =+λ+λλ

02 =λ и 08118 24 =+λ+λ
Решаем 02 =λ ⇒ 002,1 =±=λ

Решаем 08118 24 =+λ+λ - биквадратное уравнение 

Замена: t2 =λ , получим 081t18t 2 =+⋅+ - квадратное уравнение 

9
2

018
2

8141818t
2

2,1 −=±−=⋅−±−=

Получили: 9t 2
1 −=λ= ⇒ i31994,3 ±=−⋅±=−±=λ

9t 2
2 −=λ= ⇒ i31996,5 ±=−⋅±=−±=λ

3. Запишем решение ЛОДУ:
01 =λ - действительный корень 

02 =λ - действительный корень 
Эти корни кратные (совпадающие), кратность (число совпадений) 2k = .

i33 =λ - комплексно-сопряженный корень, действительная часть 0=α , мнимая 3=β
i35 =λ - комплексно-сопряженный корень, действительная часть 0=α , мнимая 3=β

Эти корни кратные (совпадающие), кратность (число совпадений) 2k = .
i34 −=λ - комплексно-сопряженный корень, действительная часть 0=α , мнимая 3=β
i36 −=λ - комплексно-сопряженный корень, действительная часть 0=α , мнимая 3=β

Эти корни кратные (совпадающие), кратность (число совпадений) 2k = .

Получим:
x0

65
x0

43
x0

21 e)x3sin()xCC(e)x3cos()xCC(e)CxC(y ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅++⋅⋅⋅++⋅+=

Ответ: )x3sin()xCC()x3cos()xCC(CxCy 654321 ⋅++⋅+++=

Для корней
01 =λ и 02 =λ

Для корней
i33 =λ и i33 =λ

Для корней
i34 −=λ и i36 −=λ



Приложение к лекции №5 стр.5 

Ст. преподаватель Лунева С.Ю., каф. 805 МАИ ,2004 г.

Пример №5.  Решить ЛНДУ методом вариации произвольной постоянной 

Дано:
x

eyy2y
x−

=+′+′′

Решение:

1. Решаем ЛОДУ с той же левой частью: 0yy2y =+′+′′

0122 =+λ+λ
01144D =⋅⋅−=

1
2

02
2,1 −=±−=λ ⇒

1
1

2

1

−=λ
−=λ

x
21одн e)xСС(y −⋅+=

{ 321
)x(y

x
2

)x(y

x
1одн

21

exCeCy −− ⋅⋅+⋅=

2. Заменим в полученном решении произвольные постоянные на неизвестные функции:

{ 321
)x(y

x
2

)x(y

x
1

21

ex)x(Ce)x(Cy −− ⋅⋅+⋅=

3. Составим систему уравнений:









=′⋅⋅′+′⋅′

=⋅⋅′+⋅′

−
−−

−−

x
e)ex(C)e(C

0exCeC
x

x
2

x
1

x
2

x
1

4. Решаем систему:









=⋅−⋅′+⋅′−

=⋅⋅′+⋅′

−
−−−

−−

x
e)exe(CeC

0exCeC
x

xx
2

x
1

x
2

x
1

⇒








=−⋅′+′−

=⋅′+′

x
1)x1(CC

0xCC

21

21

Из первого уравнения: ′⋅−=′ 21 CxC
Подставим во второе уравнение:

x
1CxCCx 222 =′⋅−′+′⋅ ⇒

x
1C2 =′ , тогда 1C1 −=′

4. Найдем неизвестные функции:

∫ +−=−= 11 Ĉxdx1)x(C ∫ +== 22 Ĉxlndx
x
1)x(C

5. Подставим в решение из п. 2: 
 

x
2

x
1 ex)Ĉx(lne)Ĉx(y −− ⋅⋅++⋅+−=

4444 34444 21444 3444 21
решениечастное

xx

ЛОДУрешение

x
2

x
1 exxlnexexĈeĈy −−−− ⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅= - решение ЛНДУ 

Ответ: x
2

x
1 ex)Сx(lne)Сx(y −− ⋅⋅++⋅+−=
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Пример №6.  Решить ЛНДУ методом вариации произвольной постоянной 

Дано:
x2sin

1y4y =+′′

Решение:

1. Решаем ЛОДУ с той же левой частью: 0y4y =+′′
042 =+λ

i242,1 ±=−±=λ ⇒
i2
i2

2

1

=λ
−=λ

32143421
)x(y

2

)x(y

1одн

21

)x2sin(C)x2cos(Cy ⋅+⋅=

2. Заменим в полученном решении произвольные постоянные на неизвестные функции:

32143421
)x(y

2

)x(y

1

21

)x2sin()x(C)x2cos()x(Cy ⋅+⋅=

3. Составим систему уравнений:









=′⋅′+′⋅′

=⋅′+⋅′

x2sin
1))x2(sin(C))x2(cos(C

0)x2sin(C)x2cos(C

21

21

4. Решаем систему:









=⋅′+⋅′−

=⋅′+⋅′

x2sin
1)x2cos(C2)x2sin(C2

0)x2sin(C)x2cos(C

21

21

Из первого уравнения:
)x2cos(

)x2sin(CC 2
1

′−=′

Подставим во второе уравнение:
)x2sin(

1)x2cos(C2
)x2cos(

)x2(sinC2
2

2
2 =′+⋅′

⇒

)x2sin(
1

)x2cos(
)x2(cosC2)x2(sinC2 2

2
2

2 =
′+⋅′

⇒
)x2sin(

1
)x2cos(

C2 2 =
′

⇒

)x2(ctgC2 =′ , тогда 1C1 −=′

4. Найдем неизвестные функции:

∫ +−=−= 11 Ĉxdx1)x(C ∫ +== 22 Ĉ)x2sin(ln
2
1dx)x2(ctg)x(C

5. Подставим в решение из п. 2: 
 

)x2sin()Ĉ)x2sin(ln5.0()x2cos()Ĉx(y 21 ⋅+⋅+⋅+−=

4444444 34444444 214444 34444 21
решениечастноеЛОДУрешение

21 )x2sin()x2sin(ln5.0)x2cos(x)x2sin(Ĉ)x2cos(Ĉy ⋅⋅+⋅−⋅+⋅= - решение ЛНДУ 

Ответ: )x2sin()Ĉ)x2sin(ln5.0()x2cos()Ĉx(y 21 ⋅+⋅+⋅+−=
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Пример №7. Определить структуру общего решения ЛНДУ методом подбора частного решения 

Дано: x2IV ex5y4y +=′′+
Решение:

1) Решаем соответствующее ЛОДУ с той же левой частью:
0y4yIV =′′+

04 24 =λ+λ
0)4( 22 =+λλ

i20 4,32,1 ±=λ=λ

)x2sin(C)x2cos(CxCCy 4321одн +++=
2) Исследуем структуру правой части ЛНДУ:

1 слагаемое: x5 1m00 ==β=α
2 слагаемое: x2e 0m02 ==β=α

3) Так как α и β у слагаемых разные, то группировки нет, каждое слагаемое – отдельная группа.

1 слагаемое: x5 1m00 ==β=α 1 группа 
2 слагаемое: x2e 0m02 ==β=α 2 группа 

4) Для каждой группы слагаемых записываем частное решение:

Первое частное решение: 1m00 ==β=α
x0

10
S

1част e)xbb(xy ⋅⋅+⋅=
2S00i0i =→=⋅+=β+α

Окончательно: x0
10

2
1част e)xbb(xy ⋅⋅+⋅=

Второе частное решение: 0m02 ==β=α

x2
2

S
2част e)b(xy ⋅⋅⋅=

0S20i2i =→=⋅+=β+α

Окончательно: x2
22част e)b(y ⋅⋅=

6) Записываем структуру общего решения ЛНДУ:

2част1частодн yyyy ++=

Ответ: x2
210

2
4321 eb)xbb(x)x2sin(C)x2cos(CxCCy ⋅++⋅++++=



Приложение к лекции №5 стр.8 

Ст. преподаватель Лунева С.Ю., каф. 805 МАИ ,2004 г.

Пример №8. Определить структуру общего решения ЛНДУ методом подбора частного решения 

Дано: )x2sin(x3x4)x2cos(y4y 2 ⋅−+=+′′
Решение:

1) Решаем соответствующее ЛОДУ с той же левой частью:
0y4y =+′′

042 =+λ
i22,1 ±=λ

)x2sin(C)x2cos(Cy 21одн +=
2) Исследуем структуру правой части ЛНДУ:

1 слагаемое: )x2cos( 0m20 ==β=α
2 слагаемое: 2x4 2m00 ==β=α
3 слагаемое: )x2sin(x3 ⋅− 1m20 ==β=α

3) Группируем слагаемые с одинаковыми парметрами α и β :

1 и 3
слагаемое:

)x2cos(
)x2sin(x3 ⋅−

1m20 ==β=α 1 группа 

2 слагаемое: 2x4 2m00 ==β=α 2 группа 

4) Для каждой группы слагаемых записываем частное решение:

Первое частное решение: 1m20 ==β=α
[ ] x0

3210
S

1част e)x2sin()xbb()x2cos()xbb(xy ⋅⋅⋅++⋅+⋅=
1Si22i0i =→=⋅+=β+α

Окончательно: [ ])x2sin()xbb()x2cos()xbb(xy 32101част ⋅++⋅+⋅=

Второе частное решение: 2m00 ==β=α

x02
654

S
2част e)xbxbb(xy ⋅⋅++⋅=

0S00i0i =→=⋅+=β+α

Окончательно: 2
6542част xbxbby ++=

6) Записываем структуру общего решения ЛНДУ:

2част1частодн yyyy ++=

Ответ:
[ ] 2

654321021 xbxbb)x2sin()xbb()x2cos()xbb(x)x2sin(C)x2cos(Cy +++⋅++⋅+⋅++=
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Пример №9.  Решить ЛНДУ методом подбора частного решения 

Дано: xx4y4y 2 −=+′′
Решение:

1) Решаем соответствующее ЛОДУ с той же левой частью:
0y4y =+′′

042 =+λ
i22,1 ±=λ

)x2sin(C)x2cos(Cy 21одн +=
2) Исследуем структуру правой части ЛНДУ:

1 слагаемое: 2x4 2m00 ==β=α
2 слагаемое: x− 1m00 ==β=α

3) Группируем слагаемые с одинаковыми парметрами α и β :

1 и 2
слагаемое:

2x4
x−

2m00 ==β=α 1 группа 

4) Для полученной группы слагаемых записываем частное решение:

Частное решение: 2m00 ==β=α
x02

210
S

част e)xbxbb(xy ⋅⋅++⋅=
0S00i0i =→=⋅+=β+α

Окончательно: 2
210част xbxbby ++=

5) Находим неизвестные коэффициенты частного решения методом неопределенных коэффициентов:
2

210част xbxbby ++=
xb2by 21част ⋅+=′

2част b2y ⋅=′′

xx4y4y 2
частчаст −=+′′

xx4)xbxbb(4b2 22
2102 −=++⋅+⋅

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x в левой и правой частях уравнения:

0x 0b4b2 02 =⋅+⋅
x 1b4 1 −=⋅

2x 4b4 2 =⋅

Из полученной системы находим:

2
1b0 −=

4
1b1 −=

1b2 =
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Окончательно: 2
част xx4

1
2

1y +−−=

Проверка:
2

част xx4
1

2
1y +−−=

x24
1y част ⋅+−=′

2y част =′′

xx4y4y 2
частчаст −=+′′

xx4)xx4
1

2
1(42 22 −=+−−⋅+

xx4x4x22 22 −=+−−

xx4xx4 22 −≡−

6) Записываем решение ЛНДУ:

1частодн yyy +=  

Ответ: 2
21 xx4

1
2

1)x2sin(C)x2cos(Cy +−−+=


