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11.  АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ  ПОВЕРХНОСТИ  В  ПРОСТРАНСТВЕ 
 
 

11.1.  ПОВЕРХНОСТИ  ПЕРВОГО  ПОРЯДКА  (ПЛОСКОСТИ) 
 

 
11.1.1.  ОСНОВНЫЕ  ТИПЫ  УРАВНЕНИЙ  ПЛОСКОСТЕЙ 

 

 
 Ненулевой вектор n , перпендикулярный заданной плоскости, называется 
нормальным вектором (или, короче, нормалью) для этой плоскости. 
 Напомним, что три или более векторов называются компланарными, если 
существует плоскость, которой они параллельны. Эту плоскость будем называть 
компланарной заданным векторам. 
 Направляющими векторами плоскости называются два неколлинеарных вектора, 
компланарных этой плоскости, т.е. принадлежащих плоскости или параллельных ей. 
 Общее уравнение плоскости: 

                                                             0=+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA ,    0222 ≠++ CBA .                                 (11.1) 
 
Способ задания: плоскость проходит через точку ),,( 0000 zyxM  перпендикулярно вектору 

kCjBiAn ⋅+⋅+⋅=  (рис.11.1,а).  

 
Рис.11.1 
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 Геометрический смысл коэффициентов: старшие коэффициенты A , B , С  – 
координаты нормали kCjBiAn ⋅+⋅+⋅= ; свободный член 000 zCyBxAD ⋅−⋅−⋅−= .  
 Обозначая через 0r  и r  радиус-векторы точек ),,( 0000 zyxM  и ),,( zyxM  соответственно, 
можно записать векторное уравнение плоскости, проходящей через точку ),,( 0000 zyxM  
перпендикулярно нормали kCjBiAn ⋅+⋅+⋅= : 
                                                                         0),( 0 =− nrr . 

 Равенство нулю скалярного произведения выражает условие перпендикулярности 
векторов 0rr −  и n  (см. разд.8.7). В координатной форме уравнение имеет вид: 
                                                                              0)()()( 000 =−⋅+−⋅+−⋅ zzСyyBxxA .                                         (11.2) 
 

 Нормированное уравнение плоскости:  
                                                                             0coscoscos =ρ−γ⋅+β⋅+α⋅ zyx ,  0≥ρ .                           (11.3) 

 Способ задания: плоскость проходит через точку ),,( 0000 zyxM  перпендикулярно 
вектору kjin ⋅γ+⋅β+⋅α= coscoscos  (рис.11.1,а).  
 Геометрический смысл коэффициентов: старшие коэффициенты αcos , βcos , γcos  – 
направляющие косинусы нормали +⋅α= in cos  kj ⋅γ+⋅β+ coscos ; свободный член 

222

000

СBA

zCyBxA

++

⋅+⋅+⋅
=ρ  – расстояние от начала координат до плоскости (рис.11.1,б). 
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 Векторное параметрическое уравнение плоскости: 
                                                                   22110 ptptrr ⋅+⋅+= ,     ∈21, tt ,    opp ≠],[ 21 .                          (11.4) 

 Способ задания: плоскость проходит через точку 
),,( 0000 zyxM , определяемую радиус-вектором 0r , 

компланарно двум направляющим векторам 1p , 2p  
(рис.11.2). Параметры 1t , 2t  в уравнении (11.4) имеют 
следующий геометрический смысл: величины 1t , 2t  
пропорциональны расстоянию от заданной точки 

),,( 0000 zyxM  до точки ),,( zyxM , определяемой радиус-
вектором r . При 021 == tt  точка ),,( zyxM  совпадает с 
заданной точкой ),,( 0000 zyxM : 0rr = . При возрастании 1t  

(или 2t ) точка ),,( zyxM  перемещается в направлении, определяемом вектором 1p  (или 2p ), а 
при убывании 1t  (или 2t ) – в противоположном направлении.  
 

 Параметрическое уравнение плоскости: 
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 Способ задания: плоскость проходит через точку ),,( 0000 zyxM  компланарно двум 
неколлинеарным векторам kcjbiap ⋅+⋅+⋅= 1111  и  kcjbiap ⋅+⋅+⋅= 2222  (рис.11.2).  
 Геометрический смысл коэффициентов: 1a , 1b , 1c  и 2a , 2b , 2c  – координаты 
направляющих векторов kcjbiap ⋅+⋅+⋅= 1111 , +⋅+⋅= jbiap 222  kc ⋅+ 2 , а 0x , 0y , 0z  – 
координаты точки ),,( 0000 zyxM , принадлежащей плоскости. Параметры 1t , 2t  имеют тот же 
смысл, что и в уравнении (11.4).  
 Заметим, что уравнение (11.5) есть координатная форма записи уравнения (11.4).  
 

Рис.11.2 
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 Уравнение плоскости, проходящей через заданную точку и компланарной двум 
неколлинеарным векторам: 
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 Способ задания плоскости и геометрический смысл коэффициентов в уравнении 

(11.6) такие же, что и в уравнении (11.5). Условия opp ≠],[ 21  в (11.4) и 2rg
222

111 =



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
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 в 

(11.5), (11.6) выражают свойство неколлинеарности векторов 1p  и 2p . 
 Аффинное уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки: 
 

                                                             2211021 )1( rtrtrttr ⋅+⋅+⋅−−= ,   ∈21, tt .                                         (11.7) 
 

Уравнение (11.7) можно записать в координатной форме: 
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 Способ задания: плоскость проходит через три заданные точки ),,( 0000 zyxM , 
),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM , определяемые радиус-векторами 0r , 1r  и 2r  соответственно 

(рис.11.3,а). Радиус-вектор r  определяет положение точки ( )zyxM ,, , принадлежащей 
плоскости.  
 Геометрический смысл коэффициентов: 0x , 0y , 0z ; 1x , 1y , 1z ; 2x , 2y , 2z  – координаты 
точек ),,( 0000 zyxM , ),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM , через которые проходит плоскость (11.8). 
Параметры 1t , 2t  в уравнении (11.7) определяют положение точки ),,( zyxM , принадлежащей 
плоскости. Например, при 01 =t , 12 =t  точка M  совпадает с точкой 2M , а при 11 =t , 02 =t – с 
точкой 1M . 
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 Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки: 
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 Способ задания плоскости и геометрический смысл коэффициентов в уравнении 
(11.9) такие же, что и в уравнении (11.8).  
 

 Уравнение плоскости "в отрезках": 

                                                                 1
111
=++

z
z

y
y

x
x ,   01 ≠x , 01 ≠y , 01 ≠z .                                        (11.10) 

 Способ задания: плоскость проходит через три заданные точки )0,0,( 11 xX , )0,,0( 11 yY  и 
),0,0( 11 zZ , причем 01 ≠x , 01 ≠y , 01 ≠z  (рис.11.3,б).  

 Геометрический смысл коэффициентов: плоскость (11.10) отсекает на координатных 
осях "отрезки": 1x  на оси абсцисс, 1y  на оси ординат и 1z  на оси аппликат. 
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Способы перехода от одного типа уравнения плоскости  к  другому 
 

 1. Для перехода от общего уравнения плоскости (11.1) к нормированному уравнению (11.3) 
достаточно разделить обе части общего уравнения на длину нормали 222 CBAn ++= , если 
свободный член отрицательный ( 0<D ), либо разделить на противоположную величину =− n  

222 CBA ++−= , если свободный член неотрицательный ( 0≥D ). 
 2. Для перехода от общего уравнения плоскости (11.1) к параметрическому уравнению (11.5) 
нужно выполнить следующие действия: 
 1) найти любое решение ),,( 000 zyx  уравнения +⋅+⋅+⋅ zCyBxA  0=+D , определяя тем самым 
координаты точки ),,( 0000 zyxM , принадлежащей плоскости; 
 2) найти любые два линейно независимых решения ),,( 111 cba , ),,( 222 cba  однородного уравнения 

0=⋅+⋅+⋅ cCbBaA , определяя тем самым координаты 1a , 1b , 1c  и 2a , 2b , 2c  направляющих векторов 1p  и 

2p  плоскости; 
 3) записать параметрическое уравнение (11.5).  
 3. Чтобы перейти от параметрического уравнения плоскости к общему, достаточно либо 
записать уравнение (11.6) и раскрыть определитель, либо найти нормаль как результат векторного 
произведения направляющих векторов (см. разд.8.5): 
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и записать общее уравнение плоскости в форме (11.2): 
 0)()()( 000 =−⋅+−⋅+−⋅ zzCyyBxxA . 

 4. Переход от общего уравнения плоскости (11.1) к уравнению "в отрезках" (11.10) возможен 
при условии, что все коэффициенты общего уравнения отличны от нуля. Для этого нужно перенести 
свободный член в правую часть уравнения: DzCyBxA −=⋅+⋅+⋅ , а затем разделить обе части уравнения 
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 Пример 11.2. В координатном пространстве Oxyz  (в прямоугольной системе 
координат) заданы точки ( )4,3,2K , ( )4,3,6 −L , ( )4,6,4 −−M . Требуется:   
 а) составить общее уравнение плоскости треугольника KLM ; 
 б) составить уравнение в "отрезках" для плоскости треугольника KLM ; 
 в) определить точки пересечения этой плоскости с координатными осями. 
  а) Составляем уравнение (11.9): 

                                             0
443624

443326
432

=
−−−−−
−−−−
−−− zyx

   ⇔    0
836

064
432
=

−−
−

−−− zyx
. 

Раскрывая определитель и приводя подобные члены, получаем 
 

 ( ) ( ) ( ) 0424332248 =−⋅−−⋅+−⋅ zyx    ⇔   012346 =−⋅−⋅+⋅ zyx . 
 

 б) Переносим свободный член общего уравнения плоскости (см. п."а") в правую часть 

и делим уравнение на 12 : 1
432
=

−
++

zyx . Получили уравнение плоскости в "отрезках". 

 в) По уравнению плоскости в "отрезках" заключаем, что плоскость (см. п."б") 
проходит через точки ( )0,0,2X , ( )0,3,0Y , ( )4,0,0 −Z  на координатных осях.  
 



8

11.1.2.  ВЗАИМНОЕ  РАСПОЛОЖЕНИЕ  ПЛОСКОСТЕЙ 
 

 Пусть две плоскости 1π  и 2π  заданы их общими уравнениями: 
 1π :  01111 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA ;     2π :  02222 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA .  

 О взаимном расположении плоскостей по коэффициентам задающих их уравнений 
позволяют судить следующие критерии: 
 – параллельности плоскостей: 

 
2
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2
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2

1
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A
A

≠==  ; 

 – совпадения плоскостей: 
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C
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B
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A
A

=== ; 

 – параллельности или совпадения плоскостей:  

 1rg
222

111 =







CBA
CBA

; 

 – пересечения плоскостей: 

 2rg
222

111 =







CBA
CBA

; 

 – перпендикулярности плоскостей: 
 0212121 =⋅+⋅+⋅ ССBBAA . 
 

 Если плоскости пересекаются, то координаты их общих точек находятся в результате 
решения системы уравнений: 

 




=+⋅+⋅+⋅
=+⋅+⋅+⋅

.0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 

 

Эта система имеет бесконечно много решений, которые определяют прямую пересечения 
плоскостей. 
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 Пример 11.3. Выяснить взаимное расположение каждой пары плоскостей 
(пересечение, параллельность, совпадение, перпендикулярность): 
 а) 0342 =+⋅−−⋅ zyx ,    06824 =−⋅+⋅+⋅− zyx ;  
 б) 0632 =−+⋅+⋅ zyx ,    03264 =+⋅+⋅+⋅ zyx ;  
 в) 0123 =++⋅−⋅ zyx ,    01254 =−⋅−⋅+⋅ zyx ;   
 г) 0123 =++⋅−⋅ zyx ,    01254 =−⋅+⋅+⋅ zyx .   
 

  а) Так как 21 =A , 11 −=B , 41 −=C , 31 =D , 42 −=A , 22 =B , 82 =C , 62 −=D  и 
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A , 
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1

2

1 −=
B
B , 

2
1

8
4

2

1 −=
−
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C
C , 

2
1

6
3

2

1 −=
−

=
D
D , то 

2
1

2

1

2

1

2

1

2

1 −====
D
D

C
C

B
B

A
A . Следовательно, 

плоскости совпадают. 
 

 б) Поскольку 21 =A , 31 =B , 11 =C , 61 −=D , 42 =A , 62 =B , 22 =C , 32 =D  и 
2
1

2

1 =
A
A , 

2
1

2

1 =
B
B , 

2
1

2

1 =
C
C , 2

2

1 −=
D
D , то 

2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A

≠== . Следовательно, плоскости параллельны. 
 

 в) Так как 31 =A , 21 −=B , 11 =C , 11 =D , 42 =A , 52 =B , 22 −=C , 12 −=D , то 

2
254

123
rgrg

222

111 =







−

−
=








CBA
CBA

. Следовательно, плоскости пересекаются. Поскольку 

+⋅−+⋅=⋅+⋅+⋅ 5)2(43212121 ССBBAA  0)2(1 =−⋅+ , то плоскости перпендикулярны.  
 

 г) Поскольку 31 =A , 21 −=B , 11 =C , 11 =D , 42 =A , 52 =B , 22 =C , 12 −=D , то 

2
254
123

rgrg
222

111 =






 −
=








CBA
CBA

. Следовательно, плоскости пересекаются. Так как 

04215)2(43212121 ≠=⋅+⋅−+⋅=⋅+⋅+⋅ ССBBAA , то плоскости не являются перпендикулярными.  
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11.1.3.  МЕТРИЧЕСКИЕ  ПРИЛОЖЕНИЯ  УРАВНЕНИЙ  ПЛОСКОСТЕЙ 
 

 Приведем формулы для вычисления длин отрезков 
(расстояний) и величин углов по уравнениям образующих их 
плоскостей.  
 Угол между двумя плоскостями можно определить как угол 
между их нормальными векторами (на рис.11.5 нормали к плоскостям 

1π , 2π  обозначены 1n , 2n  соответственно). По этому определению 
имеем не один угол, а два смежных угла, дополняющих друг друга до 

π . В элементарной геометрии из двух смежных углов, как правило, выбирается меньший, т.е. 
величина угла ϕ  между двумя плоскостями удовлетворяет условию 

2
0 π≤ϕ≤ .  

 1. Расстояние d  от точки ),,( ∗∗∗∗ zyxM  до плоскости +⋅+⋅ yBxA  0=+⋅+ DzC  
вычисляется по формуле (рис.11.6,а) 

                                                  
222 CBA

DzCyBxA
d

++

+⋅+⋅+⋅
=

∗∗∗

. 

 

Рис.11.5 

1π  

2π
 

ϕ
 

1n  
2n  

ϕ
 ϕ
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 2. Расстояние между параллельными плоскостями +⋅+⋅ yBxA 11  011 =+⋅+ DzC  и 
02222 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA  находится как расстояние 1d  от точки ),,( 2222 zyxM , координаты 

которой удовлетворяют уравнению 02222 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA , до плоскости 
01111 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA  по формуле (рис.11.6,б) 

                                                        
2
1

2
1

2
1

1212121
1

CBA

DzCyBxA
d

++

+⋅+⋅+⋅
= . 

 3. Острый угол ϕ  между двумя плоскостями  
 
                               1π :   01111 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA       и      2π :   02222 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA  

 
находится по формуле 

                                             
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
СBAСBA

ССBBAA

++⋅++

⋅+⋅+⋅
=ϕ ,  

 
где kCjBiAn ⋅+⋅+⋅= 1111  и kCjBiAn ⋅+⋅+⋅= 2222  – нормали к плоскостям 1π  и 2π  
соответственно (см. рис.11.5). 
 

Рис.11.6 
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12

 Пример 11.4. В координатном пространстве Oxyz  заданы вершины ( )1,3,1 −A , 
( )2,1,2 −B , ( )6,2,4 −C  треугольной пирамиды OABC . Требуется: 

 а) составить общее уравнение плоскости, содержащей грань ABC ; 
 б) найти расстояние d  от вершины C  до плоскости грани OAB ; 
 в) найти величину ϕ  угла между плоскостями граней ABC  и OAB . 
  а) По формуле (11.9) составляем уравнение плоскости ABCπ , проходящей через 
три точки A , B , C : 

 
( )
( )
( )

0
163214
123112

131
=

−−−−−
−−−−−
−−−− zyx

   ⇔    0
513
121
131
=

−−
−−
+−− zyx

. 

Разлагая определитель по первой строке, получаем  
 ( ) ( ) ( ) 0153219 =+⋅+−⋅+−⋅ zyx    ⇔    010529 =−⋅+⋅+⋅ zyx . 
Искомое уравнение составлено. 
 б) Для нахождения расстояния d  составляем уравнение плоскости, проходящей 
через точки O , A , B  (см. п."а"): 

 0
020102
010301

000
=

−−−−
−−−−
−−− zyx

   ⇔     0
212
131 =

−
−
zyx

   ⇔  0=+ zx . 

Расстояние находим по формуле п.1 (см. метрические приложения) для CM ≡∗ :     

 2
2

2

101

0)6(12041
222

==
++

+−⋅+⋅+⋅
=d . 

 в) Острый угол ϕ  между плоскостями 010529 =−⋅+⋅+⋅ zyx  и 0=+ zx  находим по 
формуле п.3:  

 
55
7

220
14

101529

150219
cos

222222
==

++⋅++

⋅+⋅+⋅
=ϕ . 

Следовательно, 
55
7arccos=ϕ .  
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11.2.  ПРЯМЫЕ  В  ПРОСТРАНСТВЕ 
 

11.2.1.  ОСНОВНЫЕ  ТИПЫ  УРАВНЕНИЙ  ПРЯМЫХ  В  ПРОСТРАНСТВЕ 

 Направляющим вектором прямой называется ненулевой вектор, коллинеарный 
этой прямой, т.е. принадлежащий или параллельный ей. Две прямые называются 
коллинеарными, если они параллельны или совпадают. 
 Общее уравнение прямой в пространстве: 

                                                        




=+⋅+⋅+⋅
=+⋅+⋅+⋅

,0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

   2rg
222

111 =







CBA
CBA

.                         (11.11) 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Способ задания: прямая задается как линия пересечения двух плоскостей (рис.11.7,а):  
                                   1π : 01111 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA ;        2π : 02222 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA . 

 Геометрический смысл коэффициентов: 1A , 1B , 1C  и 2A , 2B , 2C  – координаты 
нормалей kCjBiAn ⋅+⋅+⋅= 1111  и kCjBiAn ⋅+⋅+⋅= 2222  к плоскостям 1π  и 2π  соответственно. 
Равенство ранга матрицы двум в (11.11) выражает условие неколлинеарности нормалей, что 
равносильно условию пересечения плоскостей (см. разд.11.1.2).  

а 

O 
y 

Нормаль к плоскости 1π : 

i  

k  

z 

x 
j  

1π
 

2π  

Нормаль к плоскости 2π : 

p  

kСjBiAn ⋅+⋅+⋅= 2222
 

kСjBiAn ⋅+⋅+⋅= 1111  
( )0000 ,, zyxM  

O 

( )zyxM ,,  

y 

z 

0r  

Направляющий вектор прямой 
kсjbiap ⋅+⋅+⋅=  

x 
б 

Рис.11.7 

r  



14

 Векторное параметрическое уравнение прямой в пространстве: 
 

 ptrr ⋅+= 0 ,   ∈t ,   op ≠ . (11.12) 
 

 Способ задания: прямая проходит через точку ),,( 0000 zyxM , определяемую радиус-
вектором 0r , коллинеарно направляющему вектору op ≠  (рис.11.7,б). Геометрический смысл 
параметра t  в уравнении (11.12): величина t  пропорциональна расстоянию от начальной точки 

0M  до точки M , определяемой радиус-вектором r .  
 Физический смысл параметра t  – это время при равномерном и прямолинейном 
движении точки M  по прямой. При 0=t  точка M  совпадает с начальной точкой 0M , при 
возрастании t  движение происходит в направлении, определяемом направляющим вектором p . 
 

 Параметрическое уравнение прямой в пространстве: 
 
 

                                                                     








⋅+=
⋅+=
⋅+=

,
,
,

0

0

0

tczz
tbyy
taxx

     ∈t ,   0222 ≠++ cba .                              (11.13) 

 

 Способ задания: прямая проходит через точку ),,( 0000 zyxM  коллинеарно вектору 
kсjbiap ⋅+⋅+⋅=  (см. рис.11.7,б).  

 Геометрический смысл коэффициентов: коэффициенты a , b , с  – координаты 
направляющего вектора kсjbiap ⋅+⋅+⋅=  прямой, а 0x , 0y , 0z  – координаты точки ),,( 0000 zyxM , 
принадлежащей прямой. Параметр t  имеет тот же смысл, что и в уравнении (11.12).  
 Заметим, что уравнение (11.13) есть координатная форма записи уравнения (11.12).  
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 Каноническое уравнение прямой в пространстве: 
 

                                                                 
c

zz
b

yy
a

xx 000 −
=

−
=

−
,       0222 ≠++ cba .                 (11.14) 

 
 

 Способ задания: прямая проходит через точку ),,( 0000 zyxM  коллинеарно вектору 
kсjbiap ⋅+⋅+⋅=  (см. рис.11.7,б).  

 Геометрический смысл коэффициентов: коэффициенты a , b , с  – координаты 
направляющего вектора kсjbiap ⋅+⋅+⋅=  прямой, а 0x , 0y , 0z  – координаты точки 

),,( 0000 zyxM , принадлежащей прямой. Параметр t  имеет тот же смысл, что и в уравнениях 
(11.12), (11.13).  
 Один или два из трех знаменателей дробей в (11.14) могут быть равны нулю, при 
этом считается, что соответствующий числитель дроби равен нулю. Например: 

 а) 
c
zzyyxx 000

00
−

=
−

=
−  – уравнение прямой, параллельной оси аппликат (рис.11.8,а), 

т.е. 




=
=

;
,

0

0

yy
xx

 

 б) 
0

000 zz
b

yy
a

xx −
=

−
=

−  – уравнение прямой, параллельной коор-динатной плоскости 

Oxy  (рис.11.8,б), т.е. 






−
=

−
=

.

,
00

0

b
yy

a
xx

zz
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 Аффинное уравнение прямой в пространстве, проходящей через две заданные точки:  
                                                                     10)1( rtrtr ⋅+⋅−= ,   ∈t .                                   (11.15) 
Уравнение (11.15) можно записать в координатной форме: 

                                                                   








⋅+⋅−=
⋅+⋅−=
⋅+⋅−=

,)1(
,)1(
,)1(

10

10

10

ztztz
ytyty
xtxtx

    ∈t . 

 Способ задания: прямая проходит через две заданные точки ),,( 0000 zyxM  и ),,( 1111 zyxM , определяемые 
радиус-векторами 0r  и 1r  соответственно (рис.11.8,в). Радиус-вектор r  определяет положение точки ( )zyxM ,, , 
принадлежащей прямой.  
 Геометрический смысл коэффициентов: 0x , 0y , 0z  и 1x , 1y , 1z  – координаты точек ),,( 0000 zyxM  и 

),,( 1111 zyxM , через которые проходит прямая (11.15). Параметр t  в уравнении (11.15) определяет положение 
точки ),,( zyxM , принадлежащей прямой. Например, при 0=t  точка M  совпадает с точкой 0M  ( 0rr = ), а при 

1=t  – с точкой 1M  ( 1rr = ).  
 Уравнение прямой в пространстве, проходящей через две точки ),,( 0000 zyxM  и ),,( 1111 zyxM : 
 

                                                               
01

0

01

0

01

0

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−

−
=

−

−
=

−

−
.                                                        (11.16) 

 

 Способ задания: прямая проходит через две заданные точки ),,( 0000 zyxM  и ),,( 1111 zyxM  (рис.11.8,в).  
 Геометрический смысл коэффициентов: 0x , 0y , 0z  и 1x , 1y , 1z  – координаты точек ),,( 0000 zyxM  и 

),,( 1111 zyxM , через которые проходит прямая (11.16). Как и в каноническом уравнении, один или два из трех 
знаменателей дробей в (11.16) могут быть равны нулю, при этом считается, что соответствующий числитель 
этой дроби равен нулю. 
 

O 
y 

z kcjip ⋅+⋅+⋅= 00  

0x  

а 
O y 

z 

б x 

0
y  

kjbiap ⋅+⋅+⋅= 0  
0

z  

x 

( )1111 ,, zyxM  

O 

( )zyxM ,,  

y 

z 

x 
в 

( )0000 ,, zyxM

 

r  

0r  
1r  

Рис.11.8 
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Способы перехода от одного типа уравнения прямой к другому 
 
 1. Для перехода от общего уравнения прямой в пространстве (11.11) к каноническому 
уравнению (11.14) нужно выполнить следующие действия: 
 1) найти любое решение ( )000 ,, zyx  системы 
 





=+⋅+⋅+⋅
=+⋅+⋅+⋅

,0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 

определяя тем самым координаты точки ( )0000 ,, zyxM , принадлежащей прямой; 
 2) найти любое ненулевое решение ( )cba ,,  однородной системы  
 





=⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅+⋅

,0
,0

222

111

cCbBaA
cCbBaA

 

 

определяя тем самым координаты a , b , с  направляющего вектора p , либо найти 
направляющий вектор p  прямой как векторное произведение нормалей kCjBiAn ⋅+⋅+⋅= 1111 , 

kCjBiAn ⋅+⋅+⋅= 2222  заданных плоскостей: 
 

222

11121 ],[
CBA
CBA
kji

kcjbiannp =⋅+⋅+⋅== . 

 

 3) записать каноническое уравнение (11.14).  
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 2. Чтобы перейти от канонического уравнения к общему, достаточно двойное 
равенство (11.14) записать в виде системы 

                                                              










−
=

−

−
=

−

c
zz

b
yy

b
yy

a
xx

00

00 ,
 

и привести подобные члены. 
 

 3. Чтобы перейти от канонического уравнения (11.14) к параметрическому уравнению 
(11.13), следует приравнять каждую дробь в уравнении (11.14) параметру t  и записать 
полученные равенства в виде системы (11.13): 

                                               t
c

zz
b

yy
a

xx
=

−
=

−
=

− 000      ⇔     








⋅+=
⋅+=
⋅+=

,
,
,

0

0

0

tczz
tbyy
taxx

   ∈t . 
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 Пример 11.5. В координатном пространстве Oxyz  заданы вершины ( )3,2,1A , ( )2,0,3B , 
( )6,4,7C  треугольника (рис.11.9). Требуется составить: 

 а) общее уравнение прямой, содержащей высоту AH  треугольника; 
 б) каноническое уравнение прямой, содержащей высоту AH  треугольника; 
 в) общее уравнение прямой, содержащей биссектрису AL  треугольника; 
 г) параметрическое уравнение прямой, содержащей медиану AM  треугольника. 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

 а) Прямая AH  является линией пересечения двух плоскостей: 1π  треугольника ABC  и 2π , 
проходящей через точку A  перпендикулярно вектору BC  (рис.11.9,а). По формуле (11.9) 
составляем уравнение плоскости 1π , проходящей через три точки A , B , C : 

                                            0
326
122
321

362417
322013
321

=−−
−−−

=
−−−
−−−
−−− zyxzyx

   ⇔    0543 =+⋅−⋅+ zyx . 

По формуле (11.2) составляем уравнение плоскости 2π , проходящей через точку A  
перпендикулярно вектору ( ) ( ) ( ) =⋅−+⋅−+⋅−= kjiBC 260437  kji ⋅+⋅+⋅= 444 : 
                                                 ( ) ( ) ( ) 0342414 =−⋅+−⋅+−⋅ zyx    ⇔    06 =−++ zyx . 
Следовательно, общее уравнение (11.11) прямой AH  имеет вид: 
 

                                                  




=−++
=+⋅−⋅+
.06

,0543
zyx

zyx
   

 

Рис.11.9 

A 
B 

C 
H 

1π
 

2π  

б 

A 
B 

C 

H b  

c  L l  

а в 

A 
B 

C 

H 
M 

L 
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 б) Общее уравнение прямой AH  получено в п."а". Перейдем от общего уравнения к каноническому:  
 – найдем любое решение ),,( 000 zyx  системы, например 10 =x , 20 =y , 30 =z  (это координаты точки )3,2,1(A ); 
 – найдем направляющий вектор p  прямой как векторное произведение нормалей kjin ⋅−⋅+⋅= 4311 , 

kjin ⋅+⋅+⋅= 1112  заданных плоскостей: 

kji
kji

nnp ⋅−⋅−⋅=−== 257
111
431],[ 21 ; 

 – запишем каноническое уравнение (11.14): 
2
3

5
2

7
1

−
−

=
−
−

=
− zyx .  

 в) Сначала составим каноническое уравнение прямой AL . Для этого нужно найти направляющий вектор l  
этой прямой (рис.11.9,б). Учитывая, что диагональ ромба является биссектрисой, cbl += , где b  и c  – единичные 
векторы, одинаково направленные с векторами AB  и AC  соответственно. Находим  

kjiAB ⋅−⋅−⋅= 122 ,    3=AB ,    kji
AB
ABb ⋅−⋅−⋅==

3
1

3
2

3
2 ; 

kjiAC ⋅+⋅+⋅= 326 ,    7=AC ,    kji
AC
ACc ⋅+⋅+⋅==

7
3

7
2

7
6 ; 

kjikjikjicbl ⋅+⋅−⋅=





 ⋅+⋅+⋅+






 ⋅−⋅−⋅=+=

21
2

21
8

21
32

7
3

7
2

7
6

3
1

3
2

3
2 . 

 Составляем каноническое уравнение прямой AL : 
21
2

21
8

21
32

321 −
=

−
−

=
− zyx . 

Записывая двойное равенство в виде системы, получаем общее уравнение прямой AL : 










−
=

−
−

−
−

=
−

,32

,21

21
2

21
8

21
8

21
32

zy

yx

    ⇔     




=−⋅+
=−⋅+

.0144
,094

zy
yx

 

 г) Находим координаты середины M  стороны BC : ( )4,2,5M . Составляем уравнение (11.16) прямой AM  
(рис.11.9,в): 

34
3

22
2

15
1

−
−

=
−
−

=
−
− zyx    ⇔    

1
3

0
2

4
1 −

=
−

=
− zyx . 

Переходим к параметрическому уравнению, приравнивая каждую дробь параметру t : 

tzyx
=

−
=

−
=

−
1

3
0

2
4

1      ⇔      








⋅+=
=

⋅+=

,13
,2

,41

tz
y

tx
   ∈t .   
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11.2.2.  ВЗАИМНОЕ  РАСПОЛОЖЕНИЕ  ПРЯМЫХ  В  ПРОСТРАНСТВЕ 
 
 

  
 Пусть две прямые 1l  и 2l  заданы их каноническими уравнениями: 

                                              1l : 
1

1

1

1

1

1

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
−

,     2l : 
2

2

2

2

2

2

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
−

, 

где 1x , 1y , 1z  и 2x , 2y , 2z  – координаты точек ),,( 1111 zyxM  и ),,( 2222 zyxM , принадлежащих 
прямым 1l  и 2l  соответственно; 1a , 1b , 1с  и 2a , 2b , 2c  – координаты направляющих векторов 

kcjbiap ⋅+⋅+⋅= 1111  и kcjbiap ⋅+⋅+⋅= 2222   этих прямых (рис.11.10).  
 О взаимном расположении прямых в пространстве можно судить по числу линейно 
независимых строк матрицы  

                                                      














 −−−

222

111

212121

cba
cba

zzyyxx
,                                                               (11.17) 

а также по следующим критериям: 
 

Рис.11.10 

1l  

2l  

1p  

2p  

),,( 1111 zyxM  

),,( 2222 zyxM  
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 – скрещивающихся прямых: 

 3rg

222

111

212121

=
−−−





















cba
cba

zzyyxx
; 

 – параллельности прямых: 
 

 1rg
222

111 =







cba
cba

  и  2rg
111

212121 =






 −−−
cba

zzyyxx
; 

 

 – совпадения прямых: 

 1rg

222

111

212121

=














 −−−

cba
cba

zzyyxx
; 

 – коллинеарности прямых: 

 1rg
222

111 =







cba
cba

; 

 – пересечения прямых: 

 2rgrg
222

111

222

111

212121

=







=















 −−−

cba
cba

cba
cba

zzyyxx
; 

 – перпендикулярности прямых: 
 

 0212121 =⋅+⋅+⋅ ccbbaa . 

 Если прямые пересекаются, то координаты общей точки находятся в результате 
решения системы уравнений: 

 











−
=

−
=

−

−
=

−
=

−

.

,

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

c
zz

b
yy

a
xx

c
zz

b
yy

a
xx
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 Пример 11.6. Выяснить взаимное расположение каждой пары прямых 
(скрещивающиеся, пересекающиеся, параллельные, совпадающие, перпендикулярные, в 
случае пересечения прямых найти их общую точку): 

 а) 
4

3
3
2

2
1 −

=
−
−

=
− zyx ,   

2
2

0
1

4
1

−
+

=
−

=
+ zyx ;  

 б) 
4

3
3
2

2
1 −

=
−
−

=
− zyx ,   

8
2

6
1

4
1

−
+

=
−

=
−
+ zyx ; 

 в) 
4

7
3
2

2
3 −

=
−
+

=
− zyx ,   

8
5

6
7

4
3

−
+

=
−

=
−
+ zyx ; 

 г) 
4

7
3
2

2
3 −

=
−
+

=
− zyx ,   

10
5

6
2

5
2 −

=
−
+

=
− zyx . 

  а) По коэффициентам уравнений прямых составляем матрицу (11.17): 
 

 
















−
−=

















−
−

−−−−−
=















 −−−

204
432
512

204
432

)2(312)1(1

222

111

212121

cba
cba

zzyyxx
. 

 

Так как 3
204

432
512

rg =
















−
− , то прямые скрещивающиеся. Поскольку 

0)2(40)3(42212121 =−⋅+⋅−+⋅=⋅+⋅+⋅ ccbbaa , то они перпендикулярны. 
 б) По коэффициентам уравнений прямых составляем матрицу (11.17): 
 

 
















−−
−=

















−−
−

−−−−−
=















 −−−

864
432
512

864
432

)2(312)1(1

222

111

212121

cba
cba

zzyyxx
. 

 

Так как 1
864

432
rgrg

222

111 =







−−

−
=








cba
cba

 и =






 −−−

111

212121rg
cba

zzyyxx
 2

432
512

rg =







−

= , то прямые 

параллельные. 
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 в) По коэффициентам уравнений прямых составляем матрицу (11.17): 
 

 
















−−
−
−

=
















−−
−

−−−−−−
=















 −−−

864
432

1296

864
432

)5(772)3(3

222

111

212121

cba
cba

zzyyxx
. 

 

Так как 1
864

432
1296

rg =
















−−
−
−

, то прямые совпадают. 

 г) По коэффициентам уравнений прямых составляем матрицу (11.17): 

 
















−
−=

















−
−

−−−−−
=















 −−−

1065
432
201

1065
432

57)2(223

222

111

212121

cba
cba

zzyyxx
. 

Так как 2
1065
432

rg
1065
432
201

rg =







−
−

=
−
−





















, то прямые пересекаются. Найдем координаты точки пересечения, 

решая систему уравнений: 

 










−
=

−
+

=
−

−
=

−
+

=
−

,
10

5
6
2

5
2

,
4

7
3
2

2
3

zyx

zyx

  ⇔   











+⋅−=+⋅
+⋅=+⋅−
+⋅−=+⋅
+⋅=+⋅−

,3062010
,105126
,21384
,4293

zy
yx
zy
yx

  ⇔   











=⋅+⋅
=⋅+⋅
=⋅+⋅
=⋅+⋅

.535
,256
,1334
,523

zy
yx
zy
yx

 

Вычитая из последнего уравнения второе, получаем 8−=y . Подставляя 8−=y  в первые два 
уравнения, находим, что 7=x , 15=z . Значит, единственная общая точка этих прямых имеет 
координаты 7=x , 8−=y , 15=z .  
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11.2.3.  ВЗАИМНОЕ  РАСПОЛОЖЕНИЕ  ПРЯМОЙ  И  ПЛОСКОСТИ 
 

 Пусть прямая l  и плоскость π  заданы уравнениями: 

l :  
c

zz
b

yy
a

xx 000 −
=

−
=

−
;     π :  0=+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA , 

т.е. прямая l  проходит через точку ),,( 0000 zyxM  коллинеарно вектору kcjbiap ⋅+⋅+⋅= , а плоскость π  
перпендикулярна вектору +⋅= iAn  kCjB ⋅+⋅+  (рис.11.11). О взаимном расположении прямой и плоскости 
можно судить, используя свойство скалярного произведения векторов ( ) CcBbAanp ⋅+⋅+⋅=,  и по критериям: 
 – пересечения прямой l  и плоскости π  (рис.11.11,а): 

0≠⋅+⋅+⋅ CcBbAa ; 
 – перпендикулярности прямой l  и плоскости π : 

1rg =







CBA
cba

; 

 – параллельности прямой l и плоскости π  (рис.11.11,б): 





≠+⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅+⋅

;0
,0

000 DzCyBxA
CcBbAa

 

 – принадлежности прямой l  плоскости π  (рис.11.11,в): 





=+⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅+⋅

.0
,0

000 DzCyBxA
CcBbAa

 

 В случае пересечения прямой и плоскости координаты общей точки удобно находить, переходя к 
параметрическому уравнению прямой. Подставляя выражения  
                                                                                  taxx ⋅+= 0 ,    tbyy ⋅+= 0 ,    tczz ⋅+= 0                                                        (11.18) 

в уравнение плоскости 0=+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA , можно вычислить значение параметра ∗t  для точки 
пересечения, а затем и координаты искомой точки по формулам (11.18) при ∗= tt . 
 

π  

0M  
p  

Рис.11.11 

n  l  

π  

0M  p  n  l  

π  
0M  

p  n  

l  

а б в 
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 Пример 11.7. Выяснить взаимное расположение пар, образуемых прямой и 
плоскостью (пересечение, перпендикулярность, параллельность, принадлежность прямой 
плоскости, в случае пересечения прямой и плоскости найти их общую точку): 

 а) 
4

3
6
2

1
1 +

=
−
−

=
− zyx ,   04432 =+⋅+⋅+⋅ zyx ;  

 б) 
4

3
6
2

1
1 +

=
−
−

=
− zyx ,   01432 =+⋅+⋅+⋅ zyx ;  

 в) 
4

3
3
2

1
1 +

=
−
−

=
− zyx ,   05432 =−⋅+⋅+⋅ zyx ;  

 г) 
4
3

3
2

1
1

−
+

=
−
+

=
− zyx ,   014862 =+⋅−⋅−⋅ zyx .  

  а) По коэффициентам уравнений определяем 1=a , 6−=b , 4=c , 10 =x , 20 =y , 
30 −=z , 2=A , 3=B , 4=C , 4=D . Поскольку  

 




=+⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅+⋅

,0
,0

000 DzCyBxA
CcBbAa

   ⇔    




=+−⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅−+⋅

,04)3(42312
,0443)6(21

 

то прямая принадлежит плоскости. 
 б) По коэффициентам уравнений определяем 1=a , 6−=b , 4=c , 10 =x , 20 =y , 30 −=z , 

2=A , 3=B , 4=C , 1=D . Поскольку  

 




≠+⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅+⋅

,0
,0

000 DzCyBxA
CcBbAa

   ⇔    




≠+−⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅−+⋅

,01)3(42312
,0443)6(21

 

то прямая параллельна плоскости. 
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 в) По коэффициентам уравнений определяем 1=a , 3−=b , 4=c , 10 =x , 20 =y , 30 −=z , 
2=A , 3=B , 4=C , 5−=D . Поскольку  

 0≠⋅+⋅+⋅ CcBbAa    ⇔    0443)3(21 ≠⋅+⋅−+⋅ , 

то прямая пересекает плоскость. Так как 12
432
431

rg ≠=






 − , то прямая не перпендикулярна 

плоскости. Находим координаты точки пересечения. Подставляя выражения tx ⋅+= 11 , 
ty ⋅−= 32 , tz ⋅+−= 43 , следующие из (11.18), в уравнение плоскости, получаем  

 05)43(4)32(3)11(2 =−⋅+−⋅+⋅−⋅+⋅+⋅ ttt    ⇔    1=∗t . 

Значит, координаты общей точки 211 =⋅+= ∗tx , 132 −=⋅−= ∗ty , 143 =⋅+−= ∗tz . 
 г) По коэффициентам уравнений определяем 1=a , 3−=b , 4−=c , 10 =x , 20 −=y , 30 −=z , 

2=A , 6−=B , 8−=C , 14=D . Поскольку  
 

 1
862
431

rg =







−−
−−

, 

то прямая перпендикулярна плоскости. Находим координаты точки пересечения. Подставляя 
выражения tx ⋅+= 11 , ty ⋅−−= 32 , tz ⋅−−= 43 , следующие из (11.18), в уравнение плоскости, 
получаем 
 

 014)43(8)32(6)11(2 =+⋅−−⋅−⋅−−⋅−⋅+⋅ ttt    ⇔    1−=∗t . 

Значит, координаты общей точки 011 =⋅+= ∗tx , 132 =⋅−−= ∗ty , 143 =⋅−−= ∗tz . 
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11.2.4. МЕТРИЧЕСКИЕ  ПРИЛОЖЕНИЯ  УРАВНЕНИЙ  ПРЯМЫХ  В  ПРОСТРАНСТВЕ 
 
 

 Угол между прямой l  и плоскостью π  определяется как угол между прямой l  и ее 
ортогональной проекцией прl  на плоскость (рис.11.12,а). Из двух смежных углов ϕ  и ϕ′ , как 

правило, выбирают меньший, т.е. 
2

0 π≤ϕ≤ . Если прямая l  перпендикулярна плоскости (ее 

ортогональная проекция на плоскость является точкой), то угол считается равным 
2
π . 

 Угол между прямыми определяется как угол между их направляющими векторами 
(рис.11.12,б).  
 Расстоянием между скрещивающимися прямыми называется длина их общего 
перпендикуляра (рис.11.12,в), т.е. кратчайшее расстояние между точками этих прямых.  

  
Рис.11.12 

ϕ  ϕ′  

l  

π  
прl  

а 

ϕ  1l  

2l  

1p  

2p  

б в 

1l  

2l  d 
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 1. Расстояние d  от точки ),,( 1111 zyxM  до прямой =
−

a
xx 0  

c
zz

b
yy 00 −

=
−

=  (рис.11.13,а) 

вычисляется по формуле  

 
222

2
0101

2
0101

2
0101

cba

ca
zzxx

cb
zzyy

ba
yyxx

d
++

−−
+

−−
+

−−

= . 

 По этой же формуле вычисляется расстояние между параллельными прямыми  

c
zz

b
yy

a
xx 000 −

=
−

=
−   и  

1

1

1

1

1

1

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
− , координаты направляющих векторов которых 

пропорциональны: 
111 c
c

b
b

a
a

==  (см. рис.11.13,а). 

  

а 

l  

1l  

p  

( )0000 ,, zyxM  

( )1111 ,, zyxM  

d 

Рис.11.13 

1l  

2l  

1p  

2p  

m  

d  

( )1111 ,, zyxM  

( )2222 ,, zyxM  

б 
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 2. Расстояние d  между скрещивающимися прямыми (рис.11.13,б) 

 
1

1

1

1

1

1

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
−

     и     
2

2

2

2

2

2

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
−

   

вычисляется по формуле 

 
],[

),,(

21

21

pp

ppm
d = ,  

где ( ) 0,,

222

111

121212

21 ≠
−−−

=
cba
cba

zzyyxx
ppm , [ ]

222

11121,
cba
cba
kji

pp =  – смешанное и векторное 

произведения векторов +⋅−= ixxm )( 12  kzzjyy ⋅−+⋅−+ )()( 1212 ,  kcjbiap ⋅+⋅+⋅= 1111 ,  
kcjbiap ⋅+⋅+⋅= 2222 . 

 3. Угол ϕ  между двумя прямыми  

 
1

1

1

1

1

1

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
−

    и    
2

2

2

2

2

2

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
−

 

вычисляется по формуле 

 
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
cbacba

ccbbaa

++⋅++

⋅+⋅+⋅
=ϕ .  

 

 4. Угол ϕ  между прямой 
c

zz
b

yy
a

xx 000 −
=

−
=

−  и плоскостью +⋅ xA  0=+⋅+⋅+ DzCyB  

вычисляется по формуле 
 

 
222222

sin
CBAcba

CcBbAa

++⋅++

⋅+⋅+⋅
=ϕ . 
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 Пример 11.8. В координатном пространстве Oxyz  (в прямоугольной системе 
координат) заданы вершины ( )3,2,1A , ( )2,0,3B , ( )6,4,7C  треугольника (см. рис.11.9).  
 Требуется: 
 а) составить уравнение прямой BC ;  
 б) найти высоту h  треугольника, опущенную на сторону BC ; 
 в) вычислить расстояние d  между прямой BC  и осью абсцисс; 
 г) найти величину острого угла ϕ  между этими прямыми; 
 д) найти величину угла ψ  между осью абсцисс и плоскостью треугольника ABC . 
  а) Записываем уравнение (11.16) прямой, проходящей через точки ( )2,0,3B , ( )6,4,7C : 
 

 
26
2

04
0

37
3

−
−

=
−
−

=
−
− zyx    ⇔    

4
2

44
3 −

==
− zyx  ⇔  

1
2

11
3 −

==
− zyx .     

 

 б) Искомую высоту h  находим по формуле п.1, полагая 30 =x , 00 =y , 20 =z , 11 =x ,  
21 =y , 31 =z , 1=== cba : 

 

 
3

26

3

9116

111

11
12

11
12

11
22

222

222

=
++

=
++

−
++

−

=h .  

 



32

 в) Каноническое уравнение оси абсцисс имеет вид 
001
zyx

== , так как ось проходит 

через точку ( )0,0,0O , а i  – ее направляющий вектор. Каноническое уравнение прямой BC  

получено в п."а": 
1

2
11

3 −
==

− zyx .  

 Полагая ( ) ( ) ( ) kjikjiOBm ⋅+⋅+⋅=⋅−+⋅−+⋅−== 203020003 , +⋅= ip 11  kj ⋅+⋅+ 00 , 
kjip ⋅+⋅+⋅= 1112 , по формуле п.2 получаем: 

 2
111
001
203

),,( 21 ==ppm ,    kji
kji

pp ⋅+⋅−⋅== 110
111
001],[ 21 , 

 2
1)1(0

2
],[

),,(
222

21

21 =
+−+

==
pp

ppm
d .  

 г) Острый угол ϕ  находим по формуле п.3: 

 
3

1

111001

101011),(
cos

222222
21

21 =
++⋅++

⋅+⋅+⋅
=

⋅
=ϕ

pp

pp
,  

т.е. 
3

1arccos=ϕ .  

 д) Уравнение плоскости 1π , проходящей через три точки A , B , C , получено в п."а" 

примера 11.5: 0543 =+⋅−⋅+ zyx . Острый угол ψ  между осью абсцисс 
001
zyx

==  и плоскостью 

0543 =+⋅−⋅+ zyx  вычисляем по формуле п.4: 

26
1

)4(31001

)4(03011
sin

222222222222
=

−++⋅++

−⋅+⋅+⋅
=

++⋅++

⋅+⋅+⋅
=ψ

CBAcba

CcBbAa
, 

т.е. 
26
1arcsin=ψ .   
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11.3.  ПОВЕРХНОСТИ  ВТОРОГО  ПОРЯДКА 
 

11.3.1.  КЛАССИФИКАЦИЯ  ПОВЕРХНОСТЕЙ  ВТОРОГО  ПОРЯДКА 
 
 Алгебраической поверхностью второго порядка называется геометрическое место 
точек пространства, которое в какой-либо аффинной системе координат Oxyz  может быть 
задано уравнением вида 
 
                                            +⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+⋅ zyazxayxazayaxa 231312

2
33

2
22

2
11 222  

                                                               0222 0321 =+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+ azayaxa , 

 
где старшие коэффициенты 11a , 12a , 13a , 22a , 23a , 33a  не равны нулю одновременно. Для 
каждой поверхности второго порядка существует прямоугольная система координат Oxyz , в 
которой уравнение принимает наиболее простой (канонический) вид. Она называется 
канонической, а уравнение – каноническим. 
 

Канонические уравнения поверхностей второго порядка 
 

1.   12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x     – уравнение эллипсоида; 

 

2.   12

2

2

2

2

2
−=++

c
z

b
y

a
x  – уравнение мнимого эллипсоида; 

 

3.   02

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x  – уравнение мнимого конуса; 
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4.   12

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x  – уравнение однополостного гиперболоида; 

                         
 

5.   12

2

2

2

2

2
−=−+

c
z

b
y

a
x  – уравнение двуполостного гиперболоида; 

                                
 

6.   02

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x  – уравнение конуса; 

 
 
 

7.   z
b
y

a
x

⋅=+ 22

2

2

2
 – уравнение эллиптического параболоида; 

    
 

8.   z
b
y

a
x

⋅=− 22

2

2

2
 – уравнение гиперболического параболоида; 

                            
 

9.   12

2

2

2
=+

b
y

a
x  – уравнение эллиптического цилиндра; 
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10.   12

2

2

2
−=+

b
y

a
x  – уравнение мнимого эллиптического цилиндра; 

                                    
 

11.   02

2

2

2
=+

b
y

a
x     – уравнение пары мнимых пересекающихся плоскостей; 

  
 

12.   12

2

2

2
=−

b
y

a
x     – уравнение гиперболического цилиндра; 

  
 

13.   02

2

2

2
=−

b
y

a
x     – уравнение пары пересекающихся плоскостей; 

                          
 
 
14.   xpy ⋅⋅= 22     – уравнение параболического цилиндра;  
    
 
 
15.   022 =− by     – уравнение пары параллельных плоскостей; 
                        
 
16.   022 =+ by     – уравнение пары мнимых параллельных плоскостей; 
                        
 
 
 

17.   02 =y     – уравнение пары совпадающих плоскостей. 
                
 
В уравнениях 0>a , 0>b , 0>c , 0>p , причем сba ≥≥  в уравнениях п.1–3; ba ≥  в уравнениях п.4–7,9–11. 
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11.3.2.  ЭЛЛИПСОИДЫ  
 

 

 Эллипсоидом называется поверхность, определяемая в некоторой прямоугольной 
системе координат Oxyz  каноническим уравнением 

                                                              12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x ,                                                                    (11.19) 

где a , b , c  – положительные параметры, удовлетворяющие неравенствам cba ≥≥ . 
 Если точка ( )zyxM ,,  принадлежит эллипсоиду (11.19), то координаты точек 
( )zyx ±±± ,,  при любом выборе знаков также удовлетворяют уравнению (11.19). Поэтому 
эллипсоид  симметричен относительно координатных плоскостей, координатных осей и 
начала координат. Начало координат называют центром эллипсоида. Шесть точек ( )0,0,a± , 
( )0,,0 b± , ( )c±,0,0  пересечения эллипсоида с координатными осями называются его 
вершинами, а три отрезка координатных осей, соединяющих вершины, – осями эллипсоида. 
Оси эллипсоида, принадлежащие координатным осям Ox , Oy , Oz , имеют длины a⋅2 , b⋅2 , c⋅2  
соответственно. Если cba >> , то число a  называется большой полуосью, число b  – средней 
полуосью, число c  – малой полуосью эллипсоида. Если полуоси не удовлетворяют условиям 

cba ≥≥ , то уравнение (11.19) не является каноническим. Однако при помощи 
переименования неизвестных можно всегда добиться выполнения неравенств cba ≥≥ . 
 Плоские сечения дают возможность составить полное представление о виде 
эллипсоида (рис.11.15,а). Например, подставляя 0=z  в уравнение (11.19), получаем 

уравнение 12

2

2

2
=+

b
y

a
x  линии пересечения эллипсоида с координатной плоскостью Oxy . Это 

уравнение в плоскости Oxy  определяет эллипс (см. разд.10.2.2). Линии пересечения 
эллипсоида с другими координатными плоскостями также являются эллипсами. Они 
называются главными сечениями (главными эллипсами) эллипсоида.  
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 Плоскости ax ±= , by ±= , cz ±=  определяют в пространстве основной 
прямоугольный параллелепипед, внутри которого находится эллипсоид (рис.11.15,б). Грани 
параллелепипеда касаются эллипсоида в его вершинах. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Эллипсоид, у которого полуоси попарно различны ( cba >> ), называется трехосным 
(или общим). Эллипсоид, у которого две полуоси равны, называется эллипсоидом 
вращения. Например, если ba = , то такую поверхность можно получить, вращая вокруг оси 

Oz  эллипс 12

2

2

2
=+

c
z

b
y , заданный в плоскости Oyz . Если все полуоси эллипсоида равны 

( Rcba === ), то он представляет собой сферу 2222 Rzyx =++  радиуса R . 
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11.3.3.  ГИПЕРБОЛОИДЫ 
 

 Однополостным гиперболоидом называется поверхность, определяемая в некоторой 
прямоугольной системе координат Oxyz  каноническим уравнением 

                                                                           12

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x .                                                            (11.20) 

 Двуполостным гиперболоидом называется поверхность, определяемая в некоторой 
прямоугольной системе координат Oxyz  каноническим уравнением 

                                                                                 12

2

2

2

2

2
−=−+

c
z

b
y

a
x .                                                        (11.21) 

В уравнениях (11.20),(11.21) a , b , c  – положительные параметры, характеризующие 
гиперболоиды, причем ba ≥ . 
 Начало координат называют центром гиперболоида. Точки пересечения 
гиперболоида с координатными осями называются его вершинами. Это четыре точки 
( )0,0,a± , ( )0,,0 b±  однополостного гиперболоида (11.20) и две точки ( )c±,0,0  двуполостного 
гиперболоида (11.21). Три отрезка координатных осей, соединяющих вершины 
гиперболоидов, называются осями гиперболоидов. Оси гиперболоидов, принадлежащие 
координатным осям Ox , Oy , называются поперечными осями гиперболоидов, а ось, 
принадлежащая оси аппликат Oz , – продольной осью гиперболоидов. Числа a , b , c , равные 
половинам длин осей, называются полуосями гиперболоидов.  
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 Плоские сечения дают возможность составить полное представление о виде 
однополостного гиперболоида. Например, подставляя 0=z  в уравнение (11.20), получаем 

уравнение 12

2

2

2
=+

b
y

a
x  линии пересечения однополостного гиперболоида с координатной 

плоскостью Oxy . Это уравнение в плоскости Oxy  определяет эллипс (см. разд.10.2.2), 
который называется горловым. Линии пересечения однополостного гиперболоида с другими 
координатными плоскостями являются гиперболами. Они называются главными 

гиперболами. Например, при 0=x  получаем главную гиперболу 12

2

2

2
=−

c
z

b
y , а при 0=y  – 

главную гиперболу 12

2

2

2
=−

c
z

a
x . 

 Однополостный гиперболоид можно представить как поверхность, образованную 
эллипсами, вершины которых лежат на главных гиперболах (рис.11.16,а). Сечение 
однополостного гиперболоида плоскостью, параллельной оси аппликат и имеющей одну 
общую точку с горловым эллипсом (т.е. касающейся его), представляет собой две прямые, 
пересекающиеся в точке касания. Например, подставляя ax ±=  в уравнение (11.20), 

получаем уравнение 02

2

2

2
=−

c
z

b
y  двух пересекающихся прямых (см. рис.11.16,а). 
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 Плоские сечения дают возможность составить представление о виде двуполостного 
гиперболоида. Сечения двуполостного гиперболоида координатными плоскостями Oyz  и Oxz  
представляют собой гиперболы (главные гиперболы), а плоскостями, параллельными 
плоскости Oxy , – эллипсы. Двуполостный гиперболоид можно представить как поверхность, 
образованную эллипсами, вершины которых лежат на главных гиперболах (рис.11.16,б)  
 

 Плоскости ax ±= , by ±= , cz ±=  определяют в пространстве основной 
прямоугольный параллелепипед. Две грани ( cz ±= ) параллелепипеда касаются 
двуполостного гиперболоида в его вершинах (рис.11.16,в). 
 

 Гиперболоид, у которого поперечные оси различны ( ba ≠ ), называется трехосным 
(или общим). Гиперболоид, у которого поперечные полуоси равны ( ba = ), называется 
гиперболоидом вращения. Однополостный и двуполостный гиперболоиды вращения можно 

получить, вращая вокруг оси Oz  гиперболу 12

2

2

2
=−

c
z

b
y   или сопряженную гиперболу 

12

2

2

2
−=−

c
z

b
y   соответственно (см. разд.10.2.3). 
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11.3.4.  КОНУСЫ 
 
 Конусом называется поверхность, определяемая в некоторой прямоугольной системе 
координат Oxyz  каноническим уравнением 
 

                                                                  02

2

2

2

2

2
=−+

с
z

b
y

a
x ,                                                                  (11.22) 

 

где a , b , c  – положительные параметры, характеризующие конус, причем ba ≥ . 
 Начало координат называется центром конуса (рис.11.17), точка 
O  – вершиной конуса (11.22), а любой луч OM , принадлежащий конусу, 
– его образующей.  
 Плоские сечения дают возможность составить полное 
представление о виде конуса. Например, сечения конуса координатными 
плоскостями Oxz , Oyz  представляют собой пары пересекающихся 

прямых, удовлетворяющих в этих плоскостях уравнениям  02

2

2

2
=−

с
z

a
x  (при 

0=y ) и 02

2

2

2
=−

с
z

b
y  (при 0=x ) соответственно. Сечения конуса 

плоскостями, параллельными плоскости Oxy , представляют собой 
эллипсы. Конус можно представить как поверхность, образованную эллипсами, центры 
которых лежат на оси аппликат, а вершины принадлежат координатным плоскостям Oxz  и 
Oyz  (см. рис.11.17).  
 При ba =  все сечения конуса плоскостями hz =  ( 0≠h ) становятся окружностями. 
Такой конус называется прямым круговым конусом. Он может быть получен в результате 
вращения, например, прямой y

b
cz ⋅=  (образующей) вокруг оси аппликат.  
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11.3.5.  ПАРАБОЛОИДЫ 
 

 Эллиптическим параболоидом называется поверхность, определяемая в некоторой 
прямоугольной системе координат Oxyz  каноническим уравнением 

                                                                     z
b
y

a
x

⋅=+ 22

2

2

2
.                                                                   (11.23) 

 

 Гиперболическим параболоидом называется поверхность, определяемая в некоторой 
прямоугольной системе координат Oxyz  каноническим уравнением 

                                                                       z
b
y

a
x

⋅=− 22

2

2

2
.                                                                  (11.24) 

В уравнениях (11.23), (11.24) a  и b  – положительные параметры, характеризующие 
параболоиды, причем для эллиптического параболоида ba ≥ . 
 Начало координат называют вершиной каждого из параболоидов ((11.23) или 
(11.24)).  
 Плоские сечения дают возможность составить полное представление   о виде 
эллиптического параболоида. Например, плоскость Oxz  пересекает эллиптический 

параболоид (11.23) по линии, имеющей в этой плоскости уравнение z
a
x ⋅= 22

2
, которое 

равносильно уравнению zpx ⋅⋅= 22  параболы с фокальным параметром 2ap = . Сечение 

параболоида плоскостью Oyz  получаем, подставляя 0=x  в уравнение (11.23): z
b
y

⋅= 22

2
. Это 

уравнение равносильно уравнению zqy ⋅⋅= 22  параболы с фокальным параметром 2bq = . Эти 
сечения называются главными параболами эллиптического параболоида (11.23). Сечения 
плоскостями, параллельными плоскости Oxy , представляют собой эллипсы. Эллиптический 
параболоид можно представить как поверхность, образованную эллипсами, вершины 
которых лежат на главных параболах (рис.11.18,а). 
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 Эллиптический параболоид, у которого ba = , называется параболоидом 
вращения. Его можно получить, вращая вокруг оси Oz  параболу zqy ⋅⋅= 22 , где 

22 baq == . 
 

 Плоские сечения дают возможность составить полное представление    о виде 
гиперболического параболоида. Например, сечения гиперболического параболоида 
координатными плоскостями Oxz   и  Oyz  представляют  собой  
параболы (главные параболы) zpx ⋅⋅= 22  и zqy ⋅⋅−= 22  с параметрами 2ap =  или 2bq =  
соответственно. Поскольку оси симметрии главных парабол направлены в 
противоположные стороны, гиперболический параболоид называют седловой 
поверхностью. Сечение гиперболического параболоида плоскостью Oxy  представляет 
собой пару пересекающихся в начале координат прямых, а сечение плоскостью, 
параллельной плоскости Oxy , – гиперболу.  
 Гиперболический параболоид можно представить как поверхность, образованную 
гиперболами (включая и "крест" из их асимптот), вершины которых лежат на главных 
параболах (рис.11.18,б). 
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