Руденко Е. А.
Внимание!!!

Не редактированная версия. Содержатся опечатки.

Прогнозирование состояния динамических систем
В курсе две задачи:

1. Прогнозирование состояние динамического объекта (ЛА)

2. Прогнозирование временных рядов (Экономика)

Литература:

1. Тихонов В. И., Харигов В. Н. «Статистический анализ и синтез радиотехнических устройств и систем»

2. Баласанов Ю. Г. и др. «Прикладной анализ временных рядов с программой ЭВРИСТА»

3. Лукашин Ю. П. «Адаптивные методы краткосрочного прогнозирования»

4. Бокс Дж., Дженкинс Г. «Анализ временных рядов: прогноз и управление» том 1

5. Льюис К-Д. «Методы прогнозирования экономических показателей»

6. Ллойд Э., Ледерман У. «Справочник по прикладной статистике» том 2

7. Дюк В. «Обработка данных на ПК в примерах»

Постановка задачи оценивания случайной последовательности.
Дано:

1.  Уравнение объекта  
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2.  Уравнение измерителя    
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Если   m<n , то измерения косвенные.

3. Начальное состояние  
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  - дискретные белые шумы  
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5.  
[image: image9.wmf]k

k

W

V

,

  - статистически связаны  
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Найти  
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Функция потерь  
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В зависимости от связи L и N  три вида задач оценивания:

1. Задача фильтрации  L = N
2. Задача прогнозирования  L > N
3. Задача сглаживания  L < N
Задача прогнозирования подразделяется на три класса:

1. Прогнозирование по фиксированной выборке N = const,  L = k = Var
2. Прогнозирование с фиксированным упреждением  N, L = Var, L – N = j = const   j – Лаг (длительность прогноза)

3. Прогнозирование в фиксированной точке  L = const , N = k = Var
Решение задачи абсолютно оптимального прогнозирования по фиксированной выборке

Дано:  
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Ищем   
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Найти:  
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Т. к. 
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Обозначим: 
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· априорная плоскость                                               
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Если  
[image: image40.wmf])

(

)

(

)

,

(

k

w

k

k

v

k

k

k

k

w

g

v

g

w

v

g

=

 , то 
[image: image41.wmf])

|

(

)

|

(

)

|

,

(

1

1

k

k

k

k

k

k

k

k

k

x

y

x

x

x

y

x

b

a

g

+

+

=



[image: image42.wmf]ò

=

Þ

®

Y

-

=

k

N

k

N

k

k

N

k

k

N

k

k

N

k

dx

y

x

x

y

Y

X

M

I

)

|

(

)

(

min

)

(

0

|

0

*

2

0

|

p

y

y

        
[image: image43.wmf]N

k

>

"



[image: image44.wmf]N

k

|

p

  - предикторная плоскость на несколько шагов
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 Начальные условия:  
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  ????????  плотность вероятности (определяется из уравнения Б.-С.)

Если учитывать зависимость возмущений, то уравнение Б.-С. запишется в следующем виде:
Формула Байса
k < N :   
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Т. к. 
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     (2)  
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       Уравнения  Б.-С.

          (3)   
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Начальные условия:  
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Последовательность вычислений пл-тей вероятности (послед. синтеза предиктора)

 АО предиктор по фиксированной выборке содержит внутри себя АОФ для обработки на отрезке времени 
[image: image58.wmf]]
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 поступающих измерений. После этого 
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 информация обрабатывается по рекурентной формуле (1)

АОП с фиксированным упреждением
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Аналогично: 
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Рекурентности нет, следовательно приходится использовать предиктор с фиксированной выборкой, значит использовать (1), (2), (3) по схеме:

Следовательно в отличие от АОП с фиксированной выборкой  случай фиксированного упреждения требует работы фильтра на каждом такте.

АОП в фиксированной точке
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Рекурентности нет, значит используем предиктор с фиксированной выборкой

На каждом такте необходимо сделать один шаг фильтрации и несколько шагов прогнозирования с фиксированной выборкой

Субоптимальный предиктор с фиксированной выборке

Необходим в следствии сложности преобразования плотностей по рекурентной формуле - необходимо вычислять N -мерные интегралы. Основан на методе достаточных статистик.
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Определить вектор предикт. дост. стат.: 
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и вектор апост. дост.стат.: 
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[image: image67.wmf]$


связи 
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 - уравнение прогноза но один шаг
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  - уравнение коррекции прогноза по послед. измер.
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тогда приближенная система уравнений:
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- это уже конечная система

Число L  - порядок фильтра - размерность вектора состояния - число разностных уравнений 1-ого порядка. Аналогично, на основании рекурентной формулы  для 
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Гауссовское приближение к АОП с фиксированной выборкой

Сгенерировать
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Гауссовское приближение к АОФ при зависимых помехах

1. Апроксимируем гауссовской плотностью числитель Б.-С.:
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условие апроксимации - равенство двух первых моментов:
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Аналогично для 
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- структурные функции коррекции прогноза, которые находятся с помощью статистической линеаризации двух нелинейностей  
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Уравнения измерителя: 
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На структуре функции коррекции зависимость помех не оказывает

3. Установим связь вектора апостериорных достаточных статистик с параметрами апроксимирующей гауссовской плотностью.
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 => уравнения коррекции:
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4. Найдем зависимость между апостериорными параметрами и предиктом на следующем шаге:
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Аналогично: уравнения прогноза:
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      Из-за зависимости помех имеют дополнительный аргумент 
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=> изменяем порядок интегрирования:
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Если 
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Аналогично :
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Особенности линеаризованного приближения к гауссовскому АОФ при зависимых помехах (ОФК)

Если 
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2) Вычислим линеаризованные функции прогноза:
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=>  можно получить 
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Гауссовское приближение к собственно предиктору с фиксированной выборкой
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  можно получить
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нач. условие: 
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Уравнения гауссовского предиктора совпадают с уравнениями прогноза гауссовского фильтра, полученные при условии независимости помех.

Другие типы предикторов

АО алгоритмы являются бесконечномерными, а их приближения имеют высокий порядок (для гаусс.  
[image: image179.wmf]2
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), что препятствует их реализации, особенно в задачах с фиксированным упреждением и фиксированной точкой, т.к. в них требуется осуществить обработку нового измерения  
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  до момента появления следующего измерения. => Актуальны методы синтеза предикторов малого порядка. (условно-оптимальный предиктор Пугачева)

Условно Оптимальный Предиктор с фиксированным упреждением

Ищем уравнение предиктора в виде разностного уравнения первого порядка:
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=> Требуется получить 
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 из условия оптимальности:
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=> Аналогично УОФ:
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[image: image189.wmf]u

k

k

x

j

k

k

m

m

D

-

=

+

g


Параметры могут быть вычислены методом статистического моделирования;

Порядок предиктора  
[image: image190.wmf]u

=

dim

. Недостаток - отсутствие связи между выбор. структурной функцией 
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 и условием оптимальности.

Предиктор оптимальной структуры с фиксированным упреждением
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Аналогично синтезу фильтра оптимальной структуры:

1. Устанавливается связь 
[image: image195.wmf]k

f

 с соответствующей плотностью вероятности

2. Определяется рекурентное уравнение для нахождения этой плотности; т.к. вычисления с плотностями достаточно сложные, то строится гауссовское приближение, уравнения которого содержат те же структурные функции, что и в АОП:
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,  к которым добавляются числовые параметры:
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 (вычисляется методом статистического моделирования по m, D)









Прогнозирование временных рядов

Временной ряд - последовательные значения некоторого показателя во времени.
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 - дано. Требуется спрогнозировать на будущее.
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l - лаг прогноза



Если 
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 - долгосрочный прогноз
Временной ряд может быть многомерным:  
[image: image212.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

)

(

)

1

(

n

y

y

y

M

 - пакет временного ряда.

Между компонентами временного ряда могут быть коррелиров. ????????????

Принципиальное отличие - отсутствие математической модели. => Нужно построить математическую модель.

Явные математические модели временных рядов

1) Систематическая составляющая временного ряда (нек. среднее) - тренд 
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2) Случайная составляющая временного ряда - шум 
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Выбор математической модели осуществляется визуально.

Для облегчения этого процесса производится сглаживание временных рядов - их цель -удаление шума и выделение тренда - задача фильтрации.

После этого - задача нахождения параметров тренда, тип которого уже выбран.

Пусть 
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Тогда 

1) по имеющимся значениям временного ряда получить оценки
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Предположим  
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Прогнозирование осуществляется экстраполяц. тренда.

Неявные математические модели временных рядов

Представляют собой описание временного ряда с помощью стохастических разностных уравнений, содержащих шум:
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Опр. кон. разности:
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Линейное разностное уравнение:
уравнение авторегрессии (порядка р):

AP(p)(AR(p)):   
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параметры 
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Оператор сдвига назад: 
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Уравнение скользящего среднего порядка q  CC(q)   (MA(q))
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параметры 
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 - белый шум  
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 - цветной шум  - формирующий фильтр цветного шума
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Если соединить АР и СС, то получится уравнение авторегрессии -ск.ср????

APCC(p,q)  (ARMA(p,q))              
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Дифференцирующее свойство конечной разности
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=> Вычисление конечной разности используется для удаления полиномиального тренда

Уравнение АР Проинтегр.СС (p,d,q)
(ARIMA(p,d,q))
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При d=1:  
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Решение задачи прогнозирования при использовании неявных АРСС моделей состоит из двух действий:

1. Построение модели на известной реализации 
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- выбор порядков p, d, q -?


- выбор параметров 
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2. Построение наилучшего (оптимального) прогноза на имеющейся математической модели методами ТСП (построение линейного оптимального предиктора с фиксированной выборкой)

Методы сглаживания временных рядов

Используются для выделения тренда с целью визуального выбора типа тренда. Это простейшие (эвристические) методы фильтрации.

1. Скользящее среднее:  
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Получающаяся кривая более гладкая.

Параметр  n - ширина окна суммирования
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для 
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n=5 - недельное среднее




n=25 - месячное среднее

Преимущество: можно получить рекурентную формулу  
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т.е. скользящее среднее не учитывает старения информации

2. Взвешенное среднее: 
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2

1

1

,

0

2

,

0

3

,

0

4

,

0

ˆ

-

-

-

×

+

×

+

×

+

×

=

t

t

t

t

t

y

y

y

y

y


Сумма весовых коэффициентов равна 1.

Недостатки - отсутствует рекурентная формула.

3. Экспоненциально взвешенное среднее

Взвешенное скользящее среднее, в котором весовые коэффициенты убывают по закону бесконечно убывающей геометрической прогрессии: 
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 - управляет сглаживаемостью.

Аналогия с ФК:   
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=>  ЭВС соотв. ФК, если уравнения состояния  
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Эвристические методы прогнозирования

Основаны на применении метода ЭВС к оцениванию параметров явных м. м. Временного ряда. В основном рассматриваются временные ряды с линейным трендом и возможной сезонной компонентой.

1. Методы прогнозирования временных рядов с линейным трендом

Пусть  
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 - определяется с помощью ЭВС.

А)  Метод двойного сглаживания Брауна  (Brown, 1959)

Основан на последовательном вычислении двух величин:
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Если  
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Оценки вычисляются:
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Достоинство:  
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  - ! параметр сглаживания

Недостатки: относительная сложность оценок от параметров осреднения

Б)  Двухпараметрический фильтр Хольта (Holt, 1957)

Осуществляет непосредственное оценивания параметров линейного тренда с помощью ЭВС
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2. Прогнозирование чисто сезонных трендов
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3. Прогнозирование временного ряда, содержащего аддитивно-сезонный мультипликативный тренд
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Метод Винтера  (Winter’s)

Трехпараметрический предиктор, основанный на предикторе Хольта:
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Во всех перечисленных методах параметры сглаживания можно:

· задавать

· выбирать 
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 оптимальным образом.

Меры точности прогноза :
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Средний квадрат ошибки: 
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Средняя ошибка: 
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Среднее абсолютное отклонение: 
[image: image329.wmf]å

=

+

=

T

t

t

e

T

MAD

0

1

1


Средняя процентная ошибка: 
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Средняя абсолютная процентная ошибка: 
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Если MADE <10%  - высокая точность оценивания.

Если 10%< MADE <20%  - хорошая точность оценивания.

Если 20%< MADE <50%  - удовлетворительная точность оценивания.

Выбор оптимального параметра ЭВС
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Статистический метод анализа и прогнозирования Бокса-Джеккинса

Основан на описании временных рядов линейными разностными уравнениями авторегресии и скользящего среднего.

Основой применения этих уравнений являются свойства решений линейных разностных уравнений, которые аналогичны ЛДУ.
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Общее решение: 
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  =>  М-ли авторегресии охватывает множество трендов, которое представляет собой линейные комбинации трех типов функций: полиномы, экспоненты (показательные функции), синусоиды, а так же все их возможные произведения; тип тренда из этого набора определяется параметрами самого разностного уравнения.

1. Определение порядка и параметров АРСС модели:
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Требуется подобрать параметры по ! 
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 реализации ряда – анализ временного ряда.

Решение базируется на предположении, что имеющейся временной ряд является одной из реализаций стационарного СП, описываемого АРСС уравнением.

Тогда используя методы ТУ и ТСП можно получить уравнение для ковариационной (собств.) функции этого СП:

1) Анализ уравнения АР(р): 
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  k=0,1,…   
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Аналогично:
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      -система из р лин. уравнений, относительно р неизвестных.

Эти уравнения принято записывать через коэффициенты корреляционной функции:
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  - система уравнений Юла-Уокера.
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А – симметричная теплицева матрица с постоянными диагоналями.

Есть специальный алгоритм Левинсона-Дарбу для быстрого решения таких уравнений. Из этих уравнений можно получить 
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Если Х – СВ,  
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Если 
[image: image368.wmf]t

y

 - эргодический стационарный СП, то 

                
[image: image369.wmf]å

=

+

=

T

t

t

y

y

T

m

0

1

1

ˆ



[image: image370.wmf](

)

å

=

-

=

=

T

t

y

t

m

y

T

D

R

0

2

0

ˆ

1

ˆ

ˆ



[image: image371.wmf](

)

(

)

y

k

t

T

k

t

y

t

k

m

y

m

y

k

T

R

ˆ

ˆ

1

ˆ

-

-

-

=

-

=

å


2)  Анализ уравнения СС(q):  
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     - автокорреляции скользящего среднего обрываются на лаге номер q. Это свойство используется для идентификации порядка СС – q.

Частная автокорреляционная функция

Служит для определения порядка процесса чистой авторегрессии, аналогично тому, как сама автокорреляционная функция позволяет определить порядок скользящего среднего.
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[image: image384.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

p

p

p

p

p

r

r

j

j

r

r

r

r

r

r

r

M

M

M

M

K

K

K

1

1

2

1

1

1

1

2

1

1

...

..........

..........

..........

..........

1

1

   

Если в этой системе рассмотрим первые два уравнения (к=2):
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Последовательность значений частной автокорреляционной функции 
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Вероятностный смысл  
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Если процесс описывается моделью АРСС(p,q) и q>p  =>  
[image: image389.wmf]k
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  при k > q – p  представляет собой сумму затухающих экспонент и синусоид, тогда как начальные значения этим свойством не обладают:

Если  p>q, то аналогичным свойством обладает частная корреляция.

Эти свойства следуют из свойств разностных уравнений, которым удовлетворяют эти величины.

Определение периода сезонности

Осуществляется с помощью спектрального анализа имеющейся единственной реализации случайной последовательности;

Периодограмма  
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 - дискретное преобразование Фурье.
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[image: image393.wmf]w

 - круг. Частота, 
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 - просто частота
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Свойства:
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??  - реализации случайной функции

L – выборочный аналог спектральной плотности случайного процесса;

Обладает свойствами

1. 
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 - ассим. Несмещенная оценка спектральной плотности:
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2. Не является самостоятельной оценкой 
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=>  график сильно флуктуирует, особенно при больших Т
Для получения состоятельной оценки спектральной плотности на периодограмме необходимо выполнить дополнительную операцию сглаживания периодограммы; используется метод взвешенной средней: 
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Сезонная модель АРСС

Если есть временной ряд, содержащий сезонную компоненту с пер. L. Для описания этого процесса уравнением 
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. Поэтому используется другая модель, использующая малое число 
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:  Эти значения описываются моделью АРСС (P,Q)
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   Параметры:
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 - не БШ – цветной Ш (коррел. СП): 
[image: image418.wmf](

)

(

)

{

t

фильтра

го

формирующе

генератор

t

v

B

B

w

q

j

=

   
[image: image419.wmf]p

i

,

1

:

j

  
[image: image420.wmf]q

j

,

1

:

q


=>  Сезонная модель:  
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· САРСС (P,Q)(p,q) – всего P+p+Q+q  параметров  
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· САРПСС(P,D,Q)(p,d,q) :  
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АРСС уравнение с константой
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Построение наилучшего прогноза по АРСС модели
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Известно  уравнение АРСС(p,q) : 
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Требуется получить оценки: 
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Известно, что наилучшей среднеквадратичной оценкой является условное математическое ожидание: 
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Box & Jenkins  предложили рекурентный способ вычисления этого мат. ожидания:
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Пример: АРСС(3,2)
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Об ассимптотической оптимальности прогноза Box & Jenkins -а  

Приведенные выше формулы описывают линейный рекурентный предиктор, построенный для прогнозирования значения переменной 
[image: image449.wmf]t

y

, заданной линейным разностным уравнением АРСС высокого порядка. Однако, известно, что оптимальным в том же самом смысле минимума среднего квадрата ошибки линейным предиктором является предиктор Калмана, являющийся обобщением ЛФК. А предиктор Калмана основан на мат. модели объекта наблюдения в виде системы разностных уравнений первого порядка (уравнения состояния) 
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 о связи Box & Jenkins и ЛПК => рассмотрим Box & Jenkins подробнее в плане обоснованных формул для вычисления условных мат. ожиданий. 
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Рассмотрим на примере АРСС(1,1):
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=> предиктор B-J – не точный, т.к. не учитывает взаимосвязь между определенными случайными величинами  =>   он не является оптимальным.

Если использовать уравнение состояния для этой модели и на их основе построить ЛПК:

Уравнение состояния: 
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Т.к. 
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Если применить формулы ЛФК, являющиеся одновременно предиктором на один шаг, то записав уравнение для оценки состояния 
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 (Калман)
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  (B-J)
=>   B-J = Калман  | 
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=>  Эти предикторы совпадут при  
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  =>  Предиктор B-J  ассимпт.

Прогнозирование с помощью нейросетей, понятие о нейронах и нейронных сетях

Нейрон – линейный пороговый элемент:
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[image: image471.wmf]a


- вектор весовых коэффициентов;  b – смещение
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 - «сигмоида» - монотонно возрастает

[image: image473.wmf]1

;

0

®

®

¥

+

¥

-

f

f


Пример:
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   - логистическая

Если 
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 - слаб. => 
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Если 
[image: image479.wmf]x

 - большой =>
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Из этих пороговых элементов создаются слои:

Слой нейронов – совокупность нейронов с единым входным сигналом, не имеющих связей друг с другом.
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Как правило «сигмоида» у них одна и та же.
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Сеть нейронов   - объединений нескольких слоев с последовательными, обратными и перекрестными связями. 

Существует множество изученных схем таких сетей, которые обладают определенными свойствами. Это множество называют парадигмой.

Функциональное назначение – осуществлять распознавание образов или классификация изображений.

Пример:
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[image: image485.wmf]{
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Персентрон – один слой позволяет в пространстве признаков строить разделяющие плоскости путем выбора параметров а и b.

Двухслойная сеть позволяет получить выпуклую разделяющую поверхность из пересечения плоскостей.

Три слоя позволяют строить разделяющую поверхность любой степени сложности.

Теоретической основой применения нейронных сетей для прогнозирования временных рядов, когда требуется получать оценку  
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, является теорема Колмогорова:

О представлении непрерывных функций нескольких переменных в виде суперпозиции (глубиной не более 3) непрерывных функций одной переменной и операции сложения. Т.е.:
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где  
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 - монотонно возрастающая функция,

[image: image489.wmf]q

c

- непрерывная функция.

Выбрав в качестве НС последовательное соединение из трех слоев

Если выбрать сигмоиды => надо настроить сеть на временной ряд: по 
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: средний квадрат ошибки оценивания был наименьшим. 
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[image: image493.wmf]T
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  - обуч. выборка
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  - экзамен. выборка
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Сложность является в том, что явно I зависит только от параметра 3-ого слоя, и неявно от параметров 1-ого и 2-ого слоя.

=> задача минимизации решается методом градиентного спуска, который приспособлен к этой задаче в качестве трехэтапной итерационной процедуры:

· приближение к параметрам третьего слоя 
[image: image496.wmf](
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· изменяются параметры второго слоя

· изменяются параметры третьего слоя и т.д.

это метод обратного распространения ошибки (Back Propagation Method)

Построение математических моделей временных рядов методом адаптивной фильтрации

Рассмотрим постр. АРСС(1,1):
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=> 4 параметра: 
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  Заменим  
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Перейдем к уравнению состояния:


[image: image505.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

+

×

+

=

×

-

+

×

=

+

m

s

h

s

q

j

j

t

t

t

t

t

t

W

X

Y

W

X

X

4

3

4

2

1

1




Требуется по результатам наблюдения за выходом 
[image: image506.wmf]T
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 получить: 
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=> Эта задача сводится к задачи адаптивной фильтрации, которая формулируется:

Известны уравнения объекта и измерителя. Содержащие параметры:
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Требуется получить оценку вектора состояния 
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Для сведения этой задачи к стандартной есть два метода:

1. Расширение вектора состояния:
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(например  
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=> получаем уравнения для расширения вектора состояния:
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=> задача свелась к стандартной
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[image: image522.wmf](

)

T

t

t

Y

X

0

ˆ

ˆ

~

Y

=

  - получаем нелинейную задачу

Пример:

Для АРСС(1,1): 
[image: image523.wmf];
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=> 
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 - нелинейные уравнения

B-J   (  (Ю-У) 
[image: image525.wmf]s
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 - проще, но справедливо только для стационарного СП 
[image: image526.wmf]t
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 => для постоянного параметра р => оценивание парам. B-J справедливо только в идеальном случае  - временной ряд достаточно длинный  T>>10, а методы адаптивной фильтрации не используют этого предположения

2. Метод разделения (Лайниотис)

Основан на том, что все множество допустимых значений параметра 
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  разделяется на части – вводится сетка и рассматривается:
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  => появляется совокупность объектов наблюдения

=> по этой совокупности требуется получить оценки состояния и номер объекта, который реально работает.

  
- система с переменной структурой (ЛДС) . Процесс переключения моделируется марковской цепью. Характеризуется  
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