
Занятие 3. 

              МЕТОДЫ  ПОИСКА  УСЛОВНОГО  ЭКСТРЕМУМА 
НЕОБХОДИМЫЕ  И  ДОСТАТОЧНЫЕ  УСЛОВИЯ  УСЛОВНОГО  

ЭКСТРЕМУМА  

А. ОГРАНИЧЕНИЯ  ТИПА  РАВЕНСТВ 

Постановка задачи 

  Даны дважды непрерывно дифференцируемые целевая функция  1( ) , , nf x f x x   

и функции ограничений  1( ) , , 0, 1, ,j j ng x g x x j m    , определяющие множество 

допустимых решений X . 

 Требуется исследовать функцию ( )f x  на экстремум, т.е. определить точки x X   ее 
локальных минимумов и максимумов на множестве X : 

                               ( ) (min
x X

)f x f


 x ( ) (max

x X
,   )f x


 f x ,                           

где  ( ) 0, 1, , ;jX x g x j m m n     . 

Алгоритм решения задачи 

 Шаг 1. Составить обобщенную функцию Лагранжа: 

0 0
1

( , , ) ( ) ( )
m

j j
j

L x f x g x


      . 

 Шаг 2. Записать необходимые условия экстремума первого порядка: 

      а)  0( , , )
0

i

L x

x

    



,    i n1, , ; 

     б)  ( ) 0jg x  ,    j m 1, , . 

 
 Шаг 3. Решить систему для двух случаев. 

 Первый случай: . 0 0 

 Второй случай:   (при этом поделить условие «а» на   и заменить 0 0 
0




j



0

 на 

).  j


 В результате решения найти условно-стационарные точки , выделив из них 

полученные при  (они могут быть регулярными точками экстремума). 

x

0 0 
 Шаг 4. Для выделенных на шаге 3 точек проверить выполнение достаточных условий 
экстремума: 
 а)  записать выражение для второго дифференциала классической функции Лагранжа 

в точке : ( ,x  )
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  ; 

 б)  записать систему в точке : x

1

( )
( ) 0

n
j

j i
ii

g x
dg x dx

x







 

 ,     j m 1, , ; 

 в)  из предыдущей системы выразить любые m дифференциалов dx  через остальные 

(n ) и подставить в 

i

m 2 ( , )d L x  ; 

 г)  если  при ненулевых dx , то в точке 2 ( , ) 0d L x   x  – условный локальный    

минимум. Если 2d L( , )x  0   при ненулевых dx , то в точке x  – условный      
локальный максимум. Если достаточные условия экстремума не выполняются,   
следует проверить выполнение необходимых условий второго порядка, следуя 
аналогичной процедуре. Если они выполняются, то требуется      дополнительное 

исследование, а если не выполняются, то в точке x  нет условного экстремума.  
 Шаг 5. Вычислить значения функции в точках условного экстремума. 

 З а м е ч а н и я.  
 1. Иногда удается проверить условие линейной независимости градиентов 
ограничений на множестве X . Если оно выполняется, то на шаге 1 следует записать 
классическую функцию Лагранжа, на шаге 2 можно записывать сразу систему при 0 1  , а 

на шаге 3 отсутствует случай . 0 0 
 2. Для графического решения задачи (при n m 2, 1 ) следует: 
 а) построить множество допустимых решений X; 
 б) построить семейство линий уровня целевой функции и найти точки их касания с 
кривыми, описывающими ограничения. Эти точки являются «подозрительными» на 
условный экстремум; 
 в) исследовать поведение целевой функции при движении вдоль ограничения к 
исследуемой точке и от нее. Классифицировать точки, используя определение экстремума 
(cм. определения 1.1 и 1.2 – лекция 1). 

 

2( )f x C  
4( )f x C

Рис. 1 
 

( ) 0g x   1( )f x C  

3( )f x C
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1 
4 

3 

2 5 

6 

 153



 На рис. 1 в точках 1 – 2, 4 – 6 линии уровня касаются ограничения. Исследование 
поведения функции в этих точках при движении по стрелкам показывает, что в точках 1, 
4, 6 – локальный максимум, так как при приближении к ним функция возрастает, а затем 
убывает; в точках 2, 5 – локальный минимум, так как при приближении к ним функция 
убывает, а затем возрастает; в точке 3 нет условного экстремума, поскольку при 
приближении к ней и удалении дальше от нее функция возрастает. 
 3. При решении примеров для упрощения записи на шагах 2 и 3 алгоритма будем 
опускать знак «», оставляя его только для значений x  и   , соответствующих условно-
стационарным точкам. 
 
 Пример 1. Найти условный экстремум в задаче 

1 2( ) extrf x x x   , 
2 2

1 1 2( ) 2 0g x x x    . 

  Проверим условие регулярности. Так как  1 1 2( ) 2 , 2 0Tg x x x    для всех 

x X , то условие выполняется (см. определение 3.6 – лекция 2). Поэтому будем 
пользоваться классической функцией Лагранжа. 
 1. Составим функцию Лагранжа: 

    L x x x x x, 1 1 2 1 1
2

2
2 2     . 

 2. Выпишем необходимые условия экстремума первого порядка: 

     а)    
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        б)   . 2 2
1 1 2( ) 2 0g x x x   

 3. Решением системы являются две условно-стационарные точки: 

                  A: x x1 2 11 1
1

2
     , ,  ;        B: x x1 2 11 1

1

2
      , ,  . 

 4. Проверим выполнение достаточных условий экстремума: 

      а) , так как 2 2 2
2

   
1 1 1 1( , ) 2 2d L x dx dx    
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 б) 1 1 1 2 2( ) 2 2 0dg x x dx x dx     , так как 1
1

1

( )
2

g x
x

x





, 1

2
2

( )
2

g x
x

x





; 

 в) исследуем точку A. Получаем  dg A dx dx1 1 22 2   0 , откуда dx dx1 2  .       

С учетом полученного соотношения  d L A dx dx2
1
2

2
2     dx2

22  0 dx2 0 при  . 

Поэтому в точке  – регулярный условный локальный максимум.   x
T  1 1,
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 Исследуем точку B. Получаем  dg B dx dx1 12 2   2 0 , откуда dx dx1 2  .       

С учетом полученного соотношения  d L B dx dx d2
1
2

2
2   x2

22  0  при dx2 0 . 

Поэтому в точке  – регулярный условный локальный минимум. x
T   1 1, 

 5. Подсчитаем значения функции в точках экстремума: . 

Графическое решение задачи изображено на рис. 2.  

   f A f B 2 2,

 

 

x2

2

2
A 

1 

1

g x x x1 1
2

2
2 2 0( )    

2  x1
1 2 2

 f x( )  21B 

 f x( )  02
f x( )  2 

Рис. 2 

Б. ОГРАНИЧЕНИЯ  ТИПА  НЕРАВЕНСТВ 

Постановка задачи 

 Даны дважды непрерывно дифференцируемые целевая функция  1( ) , , nf x f x x   

и функции ограничений  1( ) , , 0j j ng x g x x  , 1, ,j m  , определяющие множество 

допустимых решений X . 

 Требуется исследовать функцию  f x  на экстремум, т.е. определить точки x X   

ее локальных минимумов и максимумов на множестве X : 

                                              ( ) ( )min
x X

f x f


 x ( ) ( )max

x X
;     f x


 f x ,                      

где  ( ) 0, 1, ,jX x g x j m    . 

 

Алгоритм решения задачи 

 Шаг 1. Составить обобщенную функцию Лагранжа: 

 0 0
1

, , ( ) ( )
m

j j
j

L x f x g x


      . 
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 Шаг 2. Записать необходимые условия минимума (максимума) первого порядка: 

 а)  0( , , )
0, 1, ,

i

L x
i n

x

    
 


 ; 

 б)  ( ) 0jg x  , j m 1, , ; 

 в)  ,  j
  0 j m 1, ,  (для минимума),  ,  j

  0 j m 1, ,  (для максимума); 

 г)  ,  ( ) 0j jg x   j m 1, , . 

 Шаг 3. Решить систему для двух случаев. 

 Первый случай:  . 0 0 

 Второй случай:  (при этом поделить условия, записанные на шаге 2, на   и 

заменить 

0 0  0










0

j
 на  ).  j



 В результате решения найти условно-стационарные точки x , выделив из них 

полученные при  (они могут быть регулярными точками экстремума). В каждом 

из двух случаев следует начинать с рассмотрения  вариантов удовлетворения условия 
«г» дополняющей нежесткости. 

0 0 

2m

 Шаг 4. Для выделенных на шаге 3 точек проверить выполнение достаточных 
условий экстремума первого или второго порядка.  
 Для проверки выполнения достаточных условий первого порядка следует: 

 а)  определить число  l  активных в точке x  ограничений; 

 б)  если l n  и  для всех  j
  0 j Ja , то в точке x– условный локальный 

минимум. Если l n  и 
j
  0  для всех j Ja , то в точке x  – условный 

локальный максимум. Если l n  или соответствующие множители Лагранжа 
не удовлетворяют достаточным условиям первого порядка, проверить 
достаточные условия второго порядка. 

 Для проверки выполнения достаточных условий второго порядка следует: 
 а) записать выражение для второго дифференциала классической функции        

Лагранжа в точке ( ,x  ) : 
2

2

1 1

( , )
( , )

n n

i j
i ji j

L x
d L x dx dx

x x

 
 

 

 
 

   ; 

 б) записать условия, накладываемые на первые дифференциалы активных 
ограничений: 

1

( )
( ) 0

n
j

j i
ii

g x
dg x dx

x







 

 ,  j Ja ;    ( );  j  0  j  0

    

                          
1

( )
( ) 0

n
j

j i
ii

g x
dg x dx

x







 

 ,  j Ja ,  ;                     j  0

в) исследовать знак второго дифференциала функции Лагранжа при ненулевых 

dx , удовлетворяющих   системе, составленной в п.б.  Если  2 ( , ) 0d L x    ,  то  
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в   точке  x  –  условный локальный минимум. Если , то в точке 2 ( , ) 0d L x  

x  – условный локальный максимум.  
 Если достаточные условия первого и второго порядка не выполняются, следует 
проверить выполнение необходимых условий второго порядка (см. утверждение 3.6 – 
лекция 2), следуя аналогичной процедуре. Если они выполняются, то требуется 

дополнительное исследование, а если нет, то в точке x  нет условного экстремума.  
 Шаг 5. Вычислить значения функции в точках условного экстремума. 

   

 Пример 2. Найти условный минимум в задаче 

2 2
1 2( ) ( 2) minf x x x    , 

2 2
1 1 2( ) 1 0g x x x    , 

2 1( ) 0g x x   , 

3 2( ) 0g x x   . 

  1. Составим обобщенную функцию Лагранжа: 

 

 

2 2 2 2
0 0 1 2 1 1 2, , ( 2) ( 1)L x x x x x             2 1 3( ) (x x    2 ) . 

 2. Выпишем необходимые условия минимума первого порядка: 

     а) 022
,

 

,
21110

1

0 



xx
x

x L
,           

                 0222
,,

32120
2

0 



xx
x

x L

1
2

; 

     б) ,  x x2
2 1 0    x1 0 ,   x2 0 ; 

     в) ,  1 0 2 

2 2
2( 1

0 ,  ; 3 0

     г) ,   1 1 )x x    0 2 1( )x 0   ,   3 2( )x 0   . 

 3. Решим систему для двух случаев. 
 Первый случай:  , тогда условия “а” запишутся в виде 0 0

2 01 1 2 x   , 

2 01 2 3 x   . 

 Рассмотрим восемь вариантов выполнения условий «г» дополняющей 
нежесткости: 
 1)  0 , 2 1 0 ,  , при этом не удовлетворяется требование утверждения 
3.4; 

3 0

 2)  0 , 2 1 0 ,  , тогда 3 0 x x1 2 0   из условия «а», но первое условие 
дополняющей нежесткости не удовлетворяется; 
 3)  0 , 2 1 0 ,  , тогда из первого уравнения в условии «а» имеем 

, т.е. имеется противоречие; 
3 0

2 0
 4)  0 , 2 1 0 ,  , тогда из второго уравнения в условии «а» имеем 3 0 3 0 , 
т.е. также имеется противоречие; 
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 5)  , 1 0 2 0 ,  , тогда 3 0 x1 0  и из первого уравнения в условии «а» 
имеем , т.е. имеется противоречие; 2 0
 6)  , 1 0 2 0 ,  , тогда 3 0 x2 0  и из второго уравнения в условии «а» 
имеем , т.е. также имеется противоречие; 3 0
 7) , , , тогда не выполняются оба уравнения в условии “а”; 1 0 2 0 3 0

 8)  , 1 0 2 0 ,  , тогда уравнения 3 0 x x1 2 0  , , 
следующие из условия “г”, вместе не выполняются. 

x x1
2

2
2 1 0  

 Условно-стационарных точек пока не найдено. 
 Второй случай: . Поделив уравнения приведенной в п.2 системы  на 0 0 0  и 

заменив  
0

1




 на 1 , 
0

2
2


 на  , 

0

3




 на 3 , получим: 

 а) 
 

022
,

2111
1





xx

x

xL
,    

 
2 1 2 3

2

,
2( 2) 2 0

L x
x x

x

 
      


; 

 б) ,   x x1
2

2
2 1 0    x1 0 ,    x2 0 ; 

 в) ,   1 0 2 0 ,   ; 3 0

 г) ,   2 2
1 1 2( 1)x x    0 2 1( )x 0   ,   3 2( )x 0   . 

 Рассмотрим восемь вариантов выполнения условий дополняющей нежесткости: 
 1)  , 1 0 2 0 ,  , тогда 3 0 2,0 21  xx  и не выполняется первое 
ограничение в условии «б»; 
 2)  , 1 0 2 0 ,  , тогда 3 0

x x1
2

2
2 1 0   , 

 2 1 01 1x   , 

  0222 212  xx . 
Если , то третье уравнение не удовлетворяется. Если , то 1 1  x1 0 x2 1  . 
Ограничениям в условии «б»  удовлетворяет x2 1 , при этом . Получили условно-

стационарную точку А: ; 

1 1

3 0 x x1 2 20 1 0    , , , 1 1  , 
 3)  , 1 0 2 0 ,  , тогда 3 0

x1 0 , 
2 01 2x   , 
  022 . 2 x

Получаем  , что противоречит условию 2 12 x 0 2 0 ; 
 4) 1 0 , ,  , тогда  3 0 02

x2 0 , 
2 0x , 1

 2 2   02 3x  . 

Получаем  , что противоречит условию «в»; 3 4 0  
 5) 1 0 , ,  , тогда 3 0 02

x x1
2

2
2 1 0  

x 0

, 
, 1

2 21 1 1 2 0 , x x   
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  0222 212  xx . 
Из третьего соотношения следует, что 2 0 , т.е. имее  противоречие; 

6)

тся
 

 1 0 , 2 0 , 3 0 , тогда 

, x1
2

 

x2
2 1 0  

, 

0
2 0x 

2 21 1 1x x ,  
  0222 212 3  xx . 

Из последнего соотношения следует, что 3 4 0   . Эт противоречит условию «в»; о 
 7) 1 0 , 2 0 , 3 0 , тогда 

, x x1 2 0 
2 01 2x   , 

 2 22 3x    0 . 

Из второго соотношения следует, что 2 0 . Это противоречит условию 2 0 ; 

 8) 1 0 , 2 0 , 3 0 , тогда 2 x x1 
. 

2 2 ует, что 

 

1 0  . Из условия «г» след
x x1 20 , . Эта вместна0  система несо

 

 

x2

( ) 1f x 

2

 
 

Рис. 3 
 

4. Проверим выполнение достаточн овий минимума. В точке А имеются два  ых усл

активных ограничения, т.е. l n  2 2  (рис. 3). Так как   1 21 0 0   , , то 
достаточные условия миним  порядка не выполня что 
требуется строгая положительность соответствующих множителей Лагранжа. Проверим 

условия второго порядка:  2 2 2
1 1 1 2(2 2 ) (2 2 )d L A dx dx       . Поскольку в точке два 

активных ограничения и д го 2 0  , то применим 
условия: 

    

ума первого

 одного из них

ются ввиду того, 

ля  1 0  , а для друго

 dg A x dx x dx dx1 1 1 2 2 2 12 2 2 0    ,  0 ; 

 dg A dx2 1 20 0   ,  . 

x1  

1( ) 0g x 

1 

1

A

3 2( ) 0g x x  

2 1( ) 0g x x  
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В результате  d L A dx2
1
24 0   при и dx1 0   dx1 0 . Поэтому в точке А – локальный 

имум. С другой ны, целевая фун

 Даны дважды непрерывно д левая функция

условный мин сторо кция и множество допустимых 
решений выпуклые. Поэтому в точке А достигается глобальный минимум. 
 5. Вычислим значение функции в точке глобального минимума:  f A  1 .  

 
В. СМЕШАННЫЕ  ОГРАНИЧЕНИЯ 

Постановка задачи 

ифференцируемые це   1( ) , , nf x f x x   

и кции ограничений типа равенств и неравенств: ( ) 0jg x фун  , j m, ;  ( ) 0jg x 1,  , 

j m p  1, , , определяющие множество допустимых  X 

я исследовать функцию ( )

 решений . 

 Требуетс f x  на экстремум, т.е. определить точки x X   
е альных минимумов и максимумов ножестве X : 

   ( ) min

е лок  на м

x X
f x f x  ;   ( ) max


( )

x X
f x  f x ,  

где



 
( ) 0, 1, , ;

( ) 0, 1, ,

j

j

g x j m m n
X x

g x j m p

          




. 

Алгоритм решения задачи 

 Шаг 1. Составить обобщ

. 

 Шаг 2. Записать необходимые условия минимума (максимума) первого порядка: 

 

енную функцию Лагранжа:  

 0 0, , ( ) (
p

j jL x f x g     
1

)
j

x


 а)  0( , , )
0, 1, ,

L x
i n

    
   ; 

ix

( ) 0jg x  ;   ( ) 0jg x  , j m p  1, ,, j m 1, ,б)  ; 

в)   j
  0 , j m p  1, ,  (дл мая миниму ),    

      , j
  0 j m  1, , p  (для максимума); 

г)  ( ) 0j jg x   , j m p1, , . 

Шаг 3. Решить систему для двух случаев: 

(при этом поделить условия «а», «в», «г» на  и 

Первый случай:  0 0  . 

Второй случай:  0 0  0
  

заменить 


 j
 на 

В результа найти усл

0

те овно-стационарные точки

 j
 ).  

 x

экст

, выделив из них полученные 

при  (они могут быть регулярными точками ремума). В каждом из двух 0 0 
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случае ов
лняющ

ств; 

в следует начинать с рассмотрения 2 p m  вариант  удовлетворения условия «г» 
допо ей нежесткости. 

Шаг 4. Для выделенных на шаге 3 точек проверить выполнение достаточных 
условий экстремума первого или второго по .  

Для проверки достаточ
рядка

ных условий первого порядка следует: 
а)  определить число l ограничений-равенств и активных ограничений-неравен

б) если l n  и  j  0  для всех j Ja
  , т.е. для всех активных ограничений-

неравенств, то в точке x  – локальный минимум. Если l n  и  j
  0  для всех 

j J в тоa , то чке x– локальны имум. Если l n  или соответствующие 
множители Лагранжа е удовлетворяют достаточны усл  первого 

а, проверить статочные условия второго пор .  
 проверки достаточных условий второго порядка следует: 
записать выражение для второго дифференциала классической ункции 

й макс
н м овиям

порядк до ядка
Для
а) ф        

2n n  
Лагранжа в точке ( , )x  :  2 ( , )

( , )
L x

d L x   
  

1 1
i j

i ji j x x   

записать условия, 

равенств и активных

dx dx ; 

б) накладываемые первые дифференциалы ограничений-

 в точке

 на 

 x  ограничений-неравенств: 

    
1

( )
( ) 0

n
j

j i
ii

g x
dg x dx

x







 

 , j m 1, ,    и   j Ja ;  j
  0  (  0 );   j

                      
1

( )
j idx( ) 0

n

ii

g x
dg x

x






 j

  , j Ja ,   0j
 ;  

едовать знак второго  ункции Лагранжа для ненулевых dx , 

 системе из п и

в)  иссл ф  

удовлетворяющих  
дифференциала

.б. Есл 2 ( , ) 0d L x   x, то в точке  – 

условный       локальный минимум. Если 2 ( , ) 0d L x   , то в точке x  – 
условный локальный максимум. Если до вия экстремума не 
выполняются, следует проверить выполнени  условий второго 
порядка (см. утверждение 3.10 – лекция 2), следуя анал ой процедуре. Если 
они выполняются, то требуется     дополнительное исследование, а если нет, то 

в точке 

статочные усло
е необходимы

огичн

 
х

x  нет условного экстремума.  
аг 5. Вычислить значения функции в точках условного экстремума. 

имер 3. айти условный экстремум в за

Ш

 Пр Н даче 
2

1 2( ) extrf x x x   , 

1 1 2( ) 1 0g x x x    , 
2 2x x2 1 2( ) 5 0g x   

ю Лагр

1 (x

 . 

  1. Составим обобщенную функци анжа:
2 ) . 

аксимума первого порядка: 

а) 

 

  2 2
0 0 1 2 1 2 2 1 2, , ( ) 1) ( 5L x x x x x x          

2. Выпишем необходимые условия минимума и м
  

0 ,  


022
,,

22120
 

2
,,

1210
0 


x
xL

1 x 2
0 
L

xx
x

; 
x
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б) x x1 2 1 0   ,  ; 
в)  (для минимума),  

x x1
2

2
2 5 0  

2 0 2 0  (для максимума); 

0

учае
 вый случай: тогда условие «а» имеет вид 

г) )2 2
2 1 2( 5x x    . 

3. Решим систему для двух сл в. 
Пер , 0 0

     
 1 2 2 1 0

 1 2 22 0  x .
 

x ,

 Рассмотр и
1) д сл

им два варианта удовлетворения услов я «г»: 
, тогда и не у овлетворяется у овие утверждения 3.8; 2 0  1 0  

2) 2 0 , тогда система уравнений 

x x1
2

2

x x1 2

2

удовлетворяется в двух точках: 2

5 0   ,
 

1 0 
x x x x1 2 1 22 1 1     , ; , . 

2 1 22 ( ) 0x x
Складывая два 

уравнения в условии «а», получаем    . Так как 2 0 , то x x1 2  , что не 

е очках. 
лив уравнения ой в п стемы н

удовлетворяется в об их найденных т
Второй случай: 0 0 . Поде приведенн .2 си а 0  и 

заменив  
0
1  на 1 , 

0

 

2  на 2 , запишем условие «a» в виде 

 
02 121 


x

x

xL
,   

 
021

,

1




2
,

2



x

x

xL
221

2

 x . 

 Остальные условия сохраняют вид.  
 ассмотрим два варианта удовлетворения условия «г»: Р

1) 2 0 , тогда 
1 01  ,

2 0

1 0
2 1

1 2

  
  

 ,

.

x

x x

 

2

3
,

2

1
,1 121  xxОтсюда имеем . В результате получили условно-стационарную 

точку А: 01 x , в которой удовлетворяется необходимое 

2) 

,1,
2

1
,

2

3
212   x

условие и минимума, и максимума; 
, тогда     

                           

0

Получ рные точки:  

  В 

2 0

                        

x x

x x

x

x x

1
2

2
2

1 2

1 2 1

2 1 2 2

5 0

1 0

1 2 0

2 2

  
  

  
   

,

,

,

.

 
 

 

аем еще две условно-стациона

: 0
63

1
,

5
,1,2 2121   xx ;      С : 0

6

5
,

3

2
,2,1 2121   xx , 

 минимума. 
4. Проверим выполнение достаточ овий экстремума первого порядка. 

в которых удовлетворяются необходимые условия
ных усл
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 В точке А ограничение-неравенство не является активным, поэтому l n  1 2  
том

и 
услови у я не выполняются. В точках В и С ограничение-неравенство активное, поэ

l n  2 . В обеих точках 2 0  , поэтому в них достигается условн й 
минимум. 

ерим достаточны вия экстремума второго порядка из методических 
соображени

ый локальны

 Пров е усло
й (в точке А это требуется обязательно). 

 В точке А ограничение-неравенство не является активным: 

   d L A dx2 22 2 2    

 dg A dx dx

2 2

1 1 2 0  

,

.
 

dx dx2 1 2 2 22 

Отсюда имеем: и dx dx1 2   d L A dx2
1
22 0    при dx1 0 . Поэтому в точке А – 

ный максимум. 
 и C ограничение-неравенство акт

 Исследуем точку  В :     

локальный услов
 В точках B ивно. 

 

 
  .02422

,0

,
33

251

2122112

211

2




 dxdxdxxdxxB

dxdxBdg  

Отсюда следует, что 

2
1  dxdxBLd 2

dg

и  d L B2 0dx dx1 2 0   , поэтому требуется дополнительное 

 Исследуем точку С:      

исследование. 

 

 
 

2 2 2
1 2

1 1 2

2 1 2

5 1
,

3 3
0,

2 4 0.

d L C dx dx

dg C dx dx

C dx dx

 

  

dg    

 

Отсюда имеем: иdx dx1 2 0     d L q2 0 . Требуется дополнительное исследование. 

следует, что в  В – усло
ьный миним

 Из рис. 4  точке вный локальный минимум, а в точке С – 
условный глобал ум. 

5. Значения функции в точках экстремума:      f A f B f C   
5

1 5, , .  
4

 

 

x2

1( ) 0g x 

5
( )

4
f x 

1

2 

B

Рис. 4  

x1  

( ) 0f x 

2 ( ) 0g x 

( ) 5f x  

( ) 1f x 

 5  
 1

A 
 

C 

1

2 1
1

X 
 2
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ЧИСЛЕННЫЕ   МЕТОДЫ  ПОИСКА  УСЛОВНОГО  ЭКСТРЕМУМА 

МЕТОД  ШТРАФОВ 

Постановка задачи 

 Даны дважды непрерывно дифференцируемые елев функция  1) , , n(f x f x x    ц ая 

и функции ограничений ( ) 0jg x  , j m 1, , ; ( ) 0jg x  , j m p  1, , , 

определяющие множество допустимых решений Х
 Требуется найти локальный минимум целевой функции на множестве Х , т.е. 

такую точку  , что 

)

.  

 x X 

( ) (min
x X

f x f x , 

гд




( ) 0, 1, , ;jg x j m m n
X x

      


. е 
( ) 0, 1, ,jg x j m p    

 

а ю точку альное зна  параметра штрафа

Алгоритм 

 Шаг 1. З дать начальну 0 , нач чение x  r 0 0 , 
число C  1  д я увеличения  малоел парамет  число ра,  0  для остановки алгоритма . 
Положить k  0 . 
 Шаг 2. Составить вспомогательную функцию 

  2 2

1 1

, ( ) [ ( ) ] [ ( )
2

pk m
k

j j
j j m

r
F x r f x g x g x

  
]

     
  
  . 

Шаг 3. Найти точку ( )kx r  безусловного минимума функции по х       с 

омощью какого-либо метода (нулевого, первого или второго порядка): 

  F x r k,   

п

   ( ), ,k k kmin
nx R

F x r F x r r


 . 

ри э альноП том задать все требуемые выбранным методом параметры. В качестве нач й 

точки взять xk . Вычислить  ( ),k kP x r r .  

 Шаг 4. Проверить условие окончания: 

а)  если  ( ),k kP x r r   , процесс поиска закончить: 

 ( ), ( ) ( )k kx x r f x f x r     ; 

б) если  ( ),k kP x r r оложить: 1 1, ( 1k k kr C r x x r  , п ) ,k k k       и      

перейти к шагу 2. 
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 Пример 1. Найти условный минимум в задаче 

2( ) 4 min,f x x x  
 

1( ) 1 0.g x x  

  1. В поставленной задаче m  0  (ограничения-равенства отсутствуют), p  1 . 

Решим аналитически пр трафа r k задачу и произвольном параметре ш , а затем  
решение последовательности задач поиска безусловного минимума. 
 2. Составим вспомогательную функцию: 

получим

     22 4 
r

xx 1,0max
2

, xrxF
k

k . 

дем безусловный минимум функции  F x r k,  по  х  с помощью 

ия 1): 

 3. Най

необходимых и достаточных условий (см. гл. 2 – лекц

 
 













.01,0142

,01,042,

xxrx

xx

x

rxF
k

k

  

Отсюда x  2 , но при этом не удовлетворяется условие x  1 0 , а акже  т

4
( )kx r 


2

k

k

r

r
. 

В табл. 1 приведены результаты расчетов при , а на рис. 1 дана 
ешения

а 1 
k 

 r k  1 2 10 100 1000, , , , ,

графическая иллюстрация процесса поиска р . 
 
                                                                                           Таблиц

r k  ( )kx r   ( ),k kF x r r  

0 1 5

3
 

3 66,  

3 5,  1 2 
           5,1

2

3
  

2 10 
1666,1

6

7
  

3166,  

0196,1
51

52
  

3 019  3 100 ,

3 002,  4 1000 
00199,1

501

502
  

5 1   3  
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Рис. 1 

 Так как 
 2

2

( ),
2 0

k k
k

F x r r
r

x


  


 при r k  0 , то достаточные условия 

минимума уд летворяются. При k  F x r k,  ов  r    имеем  

4
lim 1, ( ) 3

2k

k

kr

r
x f x

r

 

 


   


.  

 
 Найдем решение этой задачи с применением необходимых и достаточных условий 
экстремума.  Функция Лагранжа имеет вид 

     L x x x x, ,   0 1 0
2

14 1    . 

 Необходи е условия минимума первого порядка: 

 а) 

мы

    0 ; 42
,,

10
10 




x
x

xL

; 

 в) ; 

 г) . 

 Решим систему для двух случаев. 
 Первый случай: , тогда из условия «а» получаем , что не 
удовлетворяет утверждению. 



 б) x  1

1

0

 0

 1 1 0x  

0 0  1 0

 f x F x r k, ,   r 1 2
 x  10    x  1x  2

x 
2 3 1 x X

r 0 1  
1  

 f x  
 2  

 3  

 4  
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 Второй случай: 0 0 . Поделив уравнения системы на   и заменив 0
0

1




 на  , 1

получим 2 4 1x   0 . Из условия «г» имеем 1 0  или x  1 . При из усло  

«а» следу

 1 0  вия

ет, что x  2 , но при этом не уд  ус б». овлетворяется ловие « При x  1  имеем 

статочные условия минимума первого порядка удовлетворяются, так как 

и число активных ограничений

 .  1 2 
 До

1 2 0     l n 1 .  

имер 2. Найти условный минимум в задаче  Пр
2 2
1 2

1 1 2

( ) min,

( ) 2 0.

f x x x

g x x x

  
   

 

  1. В поставленной задаче m  1, ограничения-неравенства отсутствуют. Решим 
е ана

могате
е литически. 
 2. Составим вспо льную функцию: 

   22
212

2 r
xF

k
k

Найдем безусловный

1 2
2

,  xxxxr . 

 3.  минимум  F x r k,  по  помощь необход

вий: 

 х  с ю имых  и 

достаточных усло

   

    .02

,022

1

211






xr

xxrx
x

k

k

Вычитая из первого уравнения второе, получаем 

, rxF k

2
,

22

1






xx
rxF k

 

2x

x x1 2  и 1 2( ) ( )
1

k
k k

k

r
x r x r

r

  


.        

 таб расчеВ л. 2 приведены результаты тов при 1, 2, 10, 100, 1000,kr   , а на рис. 2

дана графическая 

    

иллюстрация процесса поиска решения.  

                                                                                   Таблица 2 
k 

 

r k  1 2( ) ( )k kx r x r    ( ),k kF x r r  

1 0 1 

2

1
 

1,333 1 2 

3

2
 

1,81 2 10 

11

10
 

1,98 3 100 

101

100
 

1,998 4 1000 

1001

1000
 

5 1 2   
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x2

2 

A 

 
Рис. 

к матрица Гессе 

2 

  

 Так ка   2
( ), 0

2

k k
k k

k k

r r
H x r r

r r


 
  


 







при r k  0 , то 

статочные условия без овндо усл ого минимума  x r k,  удовлетворяютсяF . 

имеем

При r k    

 1 2lim 1
1k

k

k
r

r
x x

r

 


  


; ( ) 2f x  .  

 

x 2 1

x1 1 

 x  1
  2

 10x 

x
x1

2 

1 1 2( ) 2 0g x x x   
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