
Лекция 2 

3. НЕОБХОДИМЫЕ  И  ДОСТАТОЧНЫЕ  УСЛОВИЯ  УСЛОВНОГО  
ЭКСТРЕМУМА 

ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ  И  ОСНОВНЫЕ  ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
 
 Общая постановка задачи и основные положения изложены в разд. 1. Здесь мы рас-
смотрим случаи, когда множество допустимых решений X задается равенствами и нера-
венствами, т.е.  

                              ( ) min ( )
x X

f x f


 x ( ) ( )max

x X
;   f x f


 x ,                     (3.1) 

где 
( ) 0, 1, , ;

( ) 0, 1, ,

j

j

g x j m m n
X x

g x j m p

         






 ( ), m и p – числа; f x  –  целевая функция, 

, –  функции, задающие ограничения (условия). ( ), 1, ,jg x j p 
 Будем считать функции ( )f x ; ( ), 1, ,jg x j p 

( )jg x

p m

, дважды непрерывно дифференци-

руемыми на множестве , а функции , задающие ограничения, – называть для 

краткости просто ограничениями. При 

Rn

  задача (3.1) со смешанными ограничениями 
преобразуется в задачу с ограничениями типа равенств, а при  в задачу с ограни-
чениями типа неравенств. 

m  0

 Определение 3.1. Функция  

                                                                (3.2)  0 0
1

, , ( ) ( )
p

j j
j

L x f x g x


     

называется обобщенной функцией Лагранжа, числа   0 1, , , p  – множителями Ла-

гранжа, . Классической функцией Лагранжа называется функция    1, , p
T

( )                                     .                                 (3.3)  
1

, ( )
p

j j
j

L x f x g x


   

 Определение 3.2. Градиентом обобщенной (классической) функции Лагранжа по x 
называется вектор-столбец, составленный из ее частных производных первого порядка по 
x i ni , ,... , 1 : 
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 Определение 3.3. Вторым дифференциалом обобщенной (классической) функции 
Лагранжа называется функция 

                             

  L x, , 0    L x,  

   
ji

n

i

n

j ji

dxdx
xx

xL
xLd 

  



1 1

0
2

0
2 ,,

,, ,                         (3.5) 

   









  
n n

xx

xL
x

2 ,
,







 
ji

i j ji

dxdxLd
1 1

2 . 

ие 3.4. Первым дифференциалом ограничения ся ф

ция 

                                 

 Определен ( )jg x  называет унк- 

1

( )
( ) , 1, ,

n
j

j i
ii

g x
dg x dx j p

x


 

  .                            (3.6) 

 Определение 3.5. Ограничение ( ) 0jg x   называется активным в точке x , если 

(jg x ) 0  . Если , то называется пассивным. 

Градиенты ограничений ейно 

висимыми в точке , если равенство 

 ( ) 0jg x   ограничение 

 Определение 3.6. ( )x  являются лин неза- 1( ), , mg x g

2 2( ) ( )g x x 1 1 ( ) 0m mg x g x           вы-

полняется только при   1 2 0   m и существуют числа . Есл 1, , m , о овре-
авные ну которых равенство выполняется, то гради

 слу остальных

дн
енты линейно 

 линейная . Один 
менно не р зави-
симы. В этом вектор 

лю
чае 

, для 
один из них есть  комбинация 

1( ) 0g x 1(g x )  тоже образует систему векторов: при    линейно независимую, а при 

1( ) 0g x    линейн ависимую. 

 Система векторо вой вектор, всегда линей има. Если 

 1 2rang rang ( ) ( ) ( )m

о з

в, содержащая нуле но завис

A g x g x g x m       , то система векторов линейно независима. 

Если rang A m , то система линейно зависима. 

  

A

дачи 

  Даны дважды непрерывно дифферен левая функция

. УСЛОВНЫЙ  ЭКСТРЕМУМ  ПРИ  ОГРАНИЧЕНИЯХ  ТИПА  РАВЕНСТВ 

Постановка за

  1( ) , , nf x f x x   цируемые це

нкции ограничений  1( ) , , 0, 1, ,j j ng x g x x j m    , определяющие множеси фу тво 

допустимых решений X . 

 Требуется исследовать функцию ( )f x  на экстремум, т.е. определить точки x X   ее 
локальных минимумов и максимумов на множестве X : 

) ( ) (min
x X

f x f


 x )( ) (max
x X

f x f


                              ,   x ,                          (3.7) 

где  ( ) 0,jX x g x j  1, , ;m m n . 
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 Утверждение 3.1 (необходимые у ия экстремума первого порядка). 

 Пусть x  есть точка локального экстремума в
  

слов

 задаче (3.7). Тогда найдутся  числа  

 равные одновременно нулю и такие, что выполняются  усло

 условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по x: 

     

  0 1, , , m  , не    следующие -
вия:  

                                    0( , , )
0

L x    
 ,    i n 1, , ;                          

ix
 (3.8 a) 

 условие допустимости решения: 

                                                 ( ) 0jg x  ,    j m 1, , . (3.8 б) 

 Если при этом градиенты 1( ), , ( )g x g xm
    

), то 0 0  . 

в точке линейно независимы (вы-

полняется

воря щие систе  некоторых , называются ус
стационарными. 

ерка условия регуля

вило, рассматриваются два случая: и

сли , в системе (3.8 а) полагают . Это эквивалентно делению системы

ени 

 x  

 условие регулярности
 
 З а м е ч а н и я.  

 1. Точки  x , удовлет ю ме при ловно- 0
 , 

 2. При решении задач пров рности затруднена, так как точка x  

заранее неизвестна. Поэтому, как пра 0 0   

 

 0
 

 ур

0 . 

ав-  0 

й 

 0 1 Е 0

н (3.8 a) на   и замене 0 

 j
 на  j

 . При этом обобщенная функция Лагранжа становит-


0

я клас ссической, а сама система (3.8) имеет вид 

                                   
( , )

0
i

L x

x

  



,    i n 1, , ;                           (3.9 a) 

                                   x( ) 0jg  ,    j m 1, , . (3.9 б) 

Здесь число уравнений равно числу неизвестных. 

  Точка экстремума, удовлетворяющая системе (3.8) при , называется регуляр-

 нерегулярной. Случай отра сть ограни
При этом в обобщенной функции Лагранжа исчезает член, содержащий целевую функцию, а 

иях экстремума не ользуется формация, представляемая гр
.  

стремума второго порядка). 

 

т

 0 0 

ной, а при 0 0   –  0
 жает вырожденно чений. 0  

в необходимых услов  исп ин адиен-
том целевой функции

 Утверждение 3.2 (необходимые условия эк

 Пусть x  – регулярная точка минимума (максимума) в задаче (3.7) и имеется реше-

ние ( , )x  емы (3.9). Тогда второй дифференциал классической функции Лагранжа, 

вычисленный в точке ( , )x  , неотрицателен (неположителен): 

              

 сис

2 ( , ) 0d L x        2 ( , ) 0d L x          (3.10) 
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д х dx   таких, что  

                             

Rnля все

1

( )
( ) 0

n
j

ii

g x
dg x dx

xj i







 

 ,     j m 1, , .                    (3.11) 

 Ут ия верждение 3.3 (достаточные услов экстремума). 

 Пусть имеется точка ( , )x  , удовлетворяющая системе (3.9). Если в этой точке   

  2 ( , ) 0d L x     2 ( , ) 0d L x    (3.12) 

 для всех ненулевых dx Rn  таких, что 

1

( )n
jg x

( 0j i
i

dg x dx
x

)
i


 


 


,     j m  1, , , 

то точка x  а) в задаче (3.7). является точкой локального минимума (максимум
 

 я.  
 1. Достаточные и необходимые условия экстремума второго порядка проверяются в 

условно-стационарных точках, которые удовлетворяю стеме (3.8) ри или систе-
ме (3.9), так как для практики, безусловно, представляет интерес случай, когда в функции 

р
2. Иногда удается проверить условие линейной независимости градиентов ограниче-

ий на определение 3.6.). Если оно выполняется, то на шаге 1 следует запи-
ать к

 З а м е ч а н и

 0 0   т си  п

Лагранжа п исутствует целевая функция, экстремум которой ищется.  
 
н  множестве X (см. 
с лассическую функцию Лагранжа (3.3), на шаге 2 можно записывать сразу систему 

(3.9), а на шаге 3 отсутствует случай 0 0  . 
 3. Для нахождения графического решения задачи (при n m 2 1, ) следует: 
 а) построить множество допустимых решений X ; 
 б) построить семейство линий уровня целевой функции и найти точки их касания с 
кривыми, описывающими ограничения. Эти точки являются «подозрительными» на услов-
ный экстремум; 
 в) исследовать поведение целев нк
уемо

ой фу ции при движении вдоль ограничения к иссле-
ределение  (cм. оп-д й точке и от нее. Классифицировать точки, используя оп экстремума

ределения 1.1 и 1.2). 

 
( ) 0g x   1( )

2( )f x C  
4( )f x C

C C C C4 3 2 1  

1 
4 

2 

3 

5 

6 
3( )f x C

Рис. 1  

f x C  

 17



 На рис. 1  в точках 1 – 2, 4 – 6 линии уровня касаются ограничения. Исследование 
поведения функции в этих точках при движении по стрелкам показывает, что в точках 1, 
4, 6 – локальный максимум, так как при приближении к ним функция возрастает, а затем 
убывает; в точках 2, 5 – локальный минимум, так как при приближении к ним функция 
убывает, а затем возрастает; в точке 3 нет условного экстремума, поскольку при прибли-
жении к ней и удалении дальше от нее функция возрастает. 
 4. При решении примеров для упрощения писи на шагах 2 и 3 алгоритма будем 
опускать знак « », оставляя его только я значений

 за
 дл  x  и   ,  соответствующих условно-

стационарным точкам. 

 Пример 1. Найти экстремум функции  2 2
1 2( )f x x x     на множестве 

 X x x x   1 2 2 0 : 2 2
1 2( ) x x   extr ,  1 1( )g x xf x 2 2 0x    . 

  Проверим условие регулярности. Так как 1(1,1) 0Tg  , то усло ие выполняется 

(см. определение 3.6). Поэтому будем пользоваться классической функцией Лагранжа 
.3). 

в

(3
 1. Составим функцию Лагранжа: 

   2, 211
2
2

2
11  xxxxxL . 

 2. Выпишем необходимые условия экстремума первого порядка: 

 а) 
 

2
02

, 1
111

1

1 





xx
x

xL
,   

 
2

02
, 1

212
1

2







xx
x

xL
; 

 б) 1 1 2( )g x x x  2 0  . 

 3. Решение системы: x x1 2 11 2  – условно- ка. 
 4. Проверим выполнение достаточных усл ий экстремума: 

     ,  стационарная точ
ов

 а) 2 2 2
1 1 2( , ) 2 2d L x dx dx    , так как 

   
2

,
2

,

2

2
1

2 


 xL
        1

2
1










xx

xL
,                                

   
0

,,

12

1
2

21

1

 xx

2

                                      






xx

xLxL
; 

       б) 1 1 2( ) 0dg x dx dx    , так как 1 1

1 2x x

( ) ( )
1

g x g x 
  ;

 в) выразим дифференциал через

 
 

 dx1   dx2 : dx dx1 2   и подставим в d L2 ; 

 как при 2 2
1 2( , ) 4 0d L x dx      dx2 0 г) так , то в точке  - регулярный 

окаль й условный минимум

ие функции в точке 

  x
T  1 1,

л ны .  

 5. Подсчитаем значен условного экстремума: ( ) 2f x  . 

. 2.

 Линии уровня функции

 
Графическое решение задачи приведено на рис  
 

 ( )f x  

 прямой

представляются окружностями, а множество допус-

рафиком . В точке  1, 1 , ( ) 2Tx f x  

м на данном множестве

тимых решений X – г   достигается гло-

бальный минимум  (рис. 2).  максиму  не существует. 

Заметим, что в точке

Глобальный

 x  линии  целевой , описывающей 
ограничения.  

 уровня функции касаются кривой

 18



 
 

f   

             

 

 

 
Рис. 2 

Б. УСЛОВНЫЙ  ЭКСТРЕМУМ  ПРИ  ОГРАНИЧЕНИЯХ  ТИПА  НЕРАВЕНСТВ 

Постановка задачи 

 Даны непрерывно дифференцируемые целевая

 

дважды  функция  1( ) , , nf x f x  x  

и функции ограничений  1( ) , , 0j j ng x g x x  , 1, ,j m  , определяющие множество 

допустимых  X . решений

тся  Т  фуребуе исследовать нкцию  f x  на экстремум, т.е. определить точки x X   

ее мов на множестве X : 

                                        

локальных минимумов  максимуи

      ( ) ( )min
x X

f x f


 x ;     ( ) ma

x X
( )xf x f x ,                     


 (3.13) 

дег   ( ) 0, 1, ,jX x g x j m    . 

 Утверждение 3.4 (необходимые условия минимума (максимума) первого порядка). 

 

 

Пусть x– точка локального минимума (максимума) в задаче (3.13). Тогда най-

дется такое и вектор ,  не равные одновременно нулю и 

такие, что выполняются условия:

 число 0 0    1( , , )m   
  

T  

 стационарности обобщенной функции Лагранжа по x : 

   0( , , )
0, 1, ,

i

L x
i n

x

    
 


  ; (3.14 a) 

 допустимости решения:  

      ( ) 0g xj  ,   j m 1, , ;  (3.14 б)

f x x x2
2( )  1

2

 

x1 

x2
(1, 1)Тx 

x x1 2 2 0  

xx x1 2 2 0     2

2  

(1, 1)Тx 
f x( )  1

1  x121

2  
2  

f x( )  2
X
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 неотрицательнос  мин  ти для условного имума: 

   ,    j
  0 j m 1, ,   (3.14 в)

          (неположительности для условного максимума:  j
  0 , j m 1, , ); 

 дополняющей нежесткости: 

   ( )j jg  0x ,   j   1, m, . (3.14 г) 

Если при этом градиенты активных в точке x  ограничений линейно независимы (вы-

 З а м е ч а н и я.   

 1. Точки 

полняется условие регулярности), то 0 0  . 

 

x , удовлетворяющие системе (3.14), называются условно-стационар-

тв необходимые условия экстре-
му ер ого порядка формулируются отдельно для максимума и минимума. 
 3. Если в решаемой задаче ограничения записаны в форме , то их необхо-

ными. 
 2. В отличие от случая ограничений типа равенс

ма п в
 ( ) 0jg x 

димо переписать в виде, используемом в (3.13): ( )jg x 0  . 

 4.  будем использовать множество индекс  ограничений, активных  Далее ов в точке 

x , которое обозначим через . 

 18) пр , называется ре-

Случай отражает  ограни-

 6. Из условия дополняющей нежесткости следует, что если ограничение  в точке 

 Ja
5. Точка экстремума, удовлетворяющая системе (3. и 0 0 

вырожденностьгулярной, а при 0 0   – нерегулярной.  0 0   
чений.  

x   пассивное, т.е. g xj ( )  0  , то   j
  0 , а ес  – активное, т.е. g xj ( )  0 , то  j

  0  

(для минимума) и   0  (для максиму

ли

ма). j

 
 Утверждение 3.5 (достаточные условия минимума (максимума) первого порядка). 

 Пусть имеется точка ( , )x  , удовлетворяющая системе (3.14) при 0 0 , чис-

ло активных ограничений в точке 

 

x  совпадает с числом  n  переменных (при этом усло-

в гулярности выполняется). Если  j
  0  для всех j Jaие ре  , то точка x  – точка ус-

ловного локального минимума. Если  j
  0  для всех то x j Ja ,  – точка  ло-

 
  условие минимума (максимума) второго порядка

 условного

кального максимума в задаче (3.13). 

 3.6 (необходимоеУтверждение ). 

 Пусть x  – регулярная точка минимума (максимума) в за 3.13) и имеется 

решение ( , )x  емы (3.14). Тогда второй ренциал классической функции Ла-

гранжа

даче (

сист диффе

,  в точке )

 

вычисленный  ( ,x  , неотрицателен (неположителен): 

  2 ( , ) 0d L x          ) (3.15)2( ( , ) 0d L x    
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д ех dля вс x Rn  таких, что  

( ) 0jdg x  ,  j J ,    );  j
  0 ( j

  0 a

( ) 0jdg x  ,  j Ja ,   j
  0 . 

 
 Утверждение 3.7 (достаточные условия экстремума второго порядка). 

 Пусть имеется точка ( , )x  , удовлетворяющая системе (3.14) при 0 0  . Если 

в этой точке 2 ( , ) 0d L x    2( ( )d L 

 

, ) 0x    для  dвсех ненулевых x R что  

( ) 0jdg x

n  таких, 

 ,  j Ja ,      );  j
  0 ( j

  0

( ) 0jdg x  ,   j Ja ,    j
  0 , 

то точка x  является

 Пример 2. Найти условный экстремум в задаче 

, 

 точкой локального минимума (максимума) в задаче (3.13). 
 

2 2
1 2( ) extrf x x x  

1 1( ) 2 0g x x x2    . 

  1. Составим обобщенную функцию Лагранжа: 

. 

 л

   2 2
0 1 0 1 2 1 1 2, , ( ) 2L x x x x x        

 2. Выпишем необходимые вия первого порядка: 

 а) 
 

ус о

, 
 

002
,,

11
 xL

2
,

120
10 

,

2


x0
1

10  x
x x

xL
; 

 б) x x1 2 2 0   ; 

 в)  (для минимума), 1 0 1 0  (  максимума); 

3. Решим систему для двух случаев.  
едует, что , а это противоре-

чит требованию ут  3.4 о существовании нену вого .  

 Второй случай: . Поделив уравнения приведенной в п. 2 системы на

для

 г) 1 1 2 2 0x   . x
 
 Первый случай: 0 0 , тогда из условия «а» сл  1 0

вектора верждения   0,
Tле

0 0  0  и 

заменив 
0

1




 на , полу 1 чим: 
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 а) 
 

02
,

11
1

1 



x

x

xL
,     

 
02

,
12

2

1 



x

x

xL
; 

 б) x x1 2 2 0   ; 

 (для минимума), 1 0  ( в) 1 0 для максимума); 

. 

услов ей неж
 1)  (фактически решается задача поиска безусловного экстремума). Тогда 

и усло е «б» выполняются. Выполняются необходимые условия и 

и т

 г)  1 1 2 2 0x x 

 Из ия «г» дополняющ есткости следует: 
1 0

0 , 1
x x ви1 2

   0  
для минимума, и для максимума. 

 с с 2) 1 0 , тогда из емы 

x x x x2 0 2 0 2 0 1 1 1 2 1    , ,   2

получим x 1  ; 1 2  x1 2
 

 (в точке

. Так как , то необходимое условие минимума не 

выполняется  миниму выполняется необходимое условие мак-

имум  образом, имеем дв ловно-стационарные точки. 
Проверим выполнение достаточных условий экстрему . 

ограничение не является активным, так как

1 0 

ма), но   1 1,
T  нет

с а. Таким е ус
 4. ма

 В точке  x
T  0 0,   1( ) 2 0g x   

Проверим условия

, 

поэтому вия первого порядка не удовлетворяются.  

поря

достаточные усло

двторого ка. Так как 2 2 2
1 2) 2 2d dx dx( , 0L x      

локальный условный минимум (рис

при  

– .3). 

 В точке ограничение является активным, но 

dx  0 , то в точке

 T  0 регулярный x 0,

 x
T  1 1,  l n  1 2 , поэтому 

 

2 , 

2 . 

достаточное условие первого порядка не выполняется. Проверим условие второго поряд-
ка. Имеем

2d 2
1 2( , ) 2 2L x dx dx   

1 1 2 1( ) 0dg x dx dx dx dx      

Следовательно 2 при, 2 2( , ) 4 0d L x dx      dx2 0 . Так как в этой точке 1 2 0 , то 

достаточн м а не выполняется. Проверим необходимое условие макси-

мума второго порядка.  2 2
2( , ) 4 0d L x dx 

   
ое условие аксимум

Так как     при любых dx2 , то необходимое 
Tусловие максимума не выполняется, поэтому в точке  x  1 1,  максиму

лим значен .  

 

ма нет. 

5.  Вычис ие функции в точке условного минимума: (f x

 

) 0
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x2

2

1 

2 x1 

 
. 3 

  ПРИ  СМЕШАННЫХ

Даны дважды непрерывно дифференцируемые целевая функция

Рис

В. УСЛОВНЫЙ  ЭКСТРЕМУМ   ОГРАНИЧЕНИЯХ 

Постановка задачи 

   1( ) , , nf x f x x   

и функции ограничений типа равенств и неравенств: ( ) 0jg x  , j m, ;  ( ) 0jg x 1,  , 

j m p  1, , , определяющие множество допустимых  

 Требуется исследовать функцию

 решений X . 

 ( )f x  на экстремум, т.е. определить точки x X   
ее локальных минимумов и максимумов на множестве X: 

   ( ) min
x X

f x f


 x ( ) ( )max

x X
;   f x f


 x , (3.16) 

где 
( ) 0, 1, , ;

( ) 0, 1, ,

j

j

g x j m m n
X x

g x j m p

    
 
  

. 
  





 

 Утверждение 3.8 (необходимые услов я минимума ( аксимума) первого порядка). 

 Пусть – точка локального мин максимума) в задаче (3.16). Тогда най-

дется такое и вектор , не равные одновременно нулю и 

такие

    

и м

 x

 число

имума (

 0 0    1( , , )T
p

     
, что выполняются условия: 
 стационарности обобщенной функции Лагранжа по x: 

0, , )
0, 1i

(
, ,

L x
n

ix

   
 


 ;  (3.17 а) 

         



 допустимости решения: 

( ) 0jg x  , j m 1, , ;     ( ) 0jg x  , j m p  1,, ;  (3.17 б) 

1 

x  1 1 2( ) 2 0g x x x   
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 неотрицательности для условн минимума:   

     j
  0 ,    j m p

ого 

  1, ,   (3.17 в) 

оложительности для условно :       (неп го максимума ,  j
  0 j m p  1, , ); 

 дополняющей нежесткости: 

  ,   ( ) 0j jg x   j m p  1, , .  (3.17 г) 

Если при этом градиенты активных ограничений-неравенств и ограничений-

 подчеркну
ются только для о

ые условия минимума (максимума) первого порядка). 

 

равенств в точке x  линейно независимы (выполняется условие регулярности), то 0 0  . 
 Следует ть, что условия дополняющей нежесткости и знакоопределен-
ности множителей Лагранжа записыва граничений-неравенств. 

 Утверждение 3.9 (достаточн

 Пусть имеется точка ( , )x  , удовлетворяющая системе (3.17) при ,   

суммарное число активных -неравенств в точке и ограничений-  
совпадает с числом n  переменных  этом условие  выполняетс

для всех , то точка условного  минимума  

0 0 

равенств
я

в задаче

ограничений
 (при

точка x  – 

 x  
регулярности

локального

). Если 

 j
  0   j Ja

(3.16). Если  j
  0  для всех j Ja , то x  – точка условного локального максимума

 т ерждение 3.10 (необходимые вия минимума (максимум второго

 Пусть  – регулярная точка минимума (максимума) в задаче (3.16) и имеется 

решение системы (3.17). Тог второй дифференциал классической ф  

Ла

 . 

У в  усло а)  поряд-
ка). 

 x
 ( , )x  да ункции  

гранжа, вычисленный в точке ( , )x  , неотрицателен (неположителен): 

  2 ( , )d L x  0        )2( ( , ) 0d L x      

для таких, что   всех dx Rn  

( ) 0jdg x  , j m 1, ,   и  j Ja ,  j
  0  ( j

  0 ); 

( ) 0jdg x  ,  j Ja ,   j
  0 . 

 Утверждение 3.11 (достаточные условия экстремума второго порядка). 

 Пусть имеется точка ( , )x  , удовлетворяющая системе (3.17) при  0  . Если 0

в этой точке 2 ( , ) 0d L x    , ) 0 )d L x 2( (     для всех ненулевых dx Rn  таких, что  

( *) 0jdg x  , j m 1, ,   и  j Ja ,  j
  0  ( j

  0 ); 

( 0jdg x*)  ,  j Ja ,   j
  0 , 

то точка является точкой локального минимума (максимума) в задаче (3.16).  x  
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 Пример . Найти условный экстремум в задаче 

2 2
1 2   , 

 3

( ) extrf x x x

1 1( ) 1 0g x x   , 

2 1 2( ) 2 0g x x x    . 

  1. Составим обобщенную функцию Лагранжа: 

) . 

2. Выпишем необходимые условия экстремума первого порядка: 

  2 2
0 0 1 2 1 1 2 1 2, , ( ) ( 1) ( 2L x x x x x x           

а) 
 

02
,,

210
0 




x
xL

,  1
1


x

 
02

,,
220

2

0 



x

x

xL
; 

б) x x x1 1 21 0 0    2 , ; 

в)  (для минимума), 2 0 2 0  ( я максимума); 

3. Решим систему для двух случаев.  
 Первый случай: , тогда 

дл

  г) ( 2) 0x x    . 2 1 2

0 0 1 0  и 2 0 , что противоречит утверждению 
3.8. 
 Второй случай: . Поделив уравнения приведенной в п. 2 системы на0 0  0  и 

заменив 
0

1




 на и 1   
0

2  на 2


, условие «a» запишем в виде 

 
02

,
211

1





x

x

xL
, 

                                              
 

02
,

22
2





x

x

xL
. 

Остальные соотношения сохранят свой вид.  

 Рассмотрим варианта удовлетворения условия «г» дополняющей неже-
сткости: 

1) , тогда . Из ограничения следует, что , а из условия «a» 

. условн стационарную точку A : 0 ,     в 
которой удовлетворяются необходимые условия и минимума, и максимума; 

2) , тогда 

 2 2p m   

2 0

Имеем 

x2 0

о-

x1 1

1 0, ,1 2  x x1 2 1 22       , 

2 0 x x x x x1 2 1 1 2 2 2 12 0 2 0 2 0 1 0         , , ,  

ю точку B: 02,0,1,1 2121   xx , в 

. По-

лучаем стационарну которой 
удовлетворяются необходимые условия максимума. 

 

условно-
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ма.  

Исследуем точку A . Ограничение-неравенство не является активным. Поэтому 

4. Проверим выполнение достаточных условий экстрему

 
21  nl  

вия второго 

пассивно, то 

и достаточные условия первого порядка  выполняются. Проверим усло-

порядка: . Так к  ограничение в точке A 

не

  2
2

2
1

2 22 dxdxALd  ак  g x2 0  

 dg A dx1 1 0   и  d L A d2  x2
22 0  при dx2 0 . , в точке 

 
 

Следовательно

A – условный локальный минимум.  

 

x2 1( ) 0g x 

 
 

Рис. 4 

м . 

 

Исследуе точку B Ограничение 2 ( ) 0g x   является активным, поэтому 

l n  2 2

симума первого

соображений 

точке B  

. Так как , то в точке  достаточные условия мак-

 порядка является точкой  максимума. Из методических 

проверим  условия порядка: . В 

ограничение активно: 

 2 2 0   
 и она 

 достаточные

 ( ) 0g x   

 B  выполняются

 локального

второго  d L B dx dx2
1
2

2
22 2 

2  B dx1 1 

требуется 

 максиму

dg 0

 

, От-

Поэтому На 

-
я возрастает, а при движении от нее – убы-

ает. Э ает сдел

начени ии в то

 B dx dx2 1 2 0   . 

 исследование. 

поскольку при приближе

dg

дополнительное

м, 

сюда dx dx1 2 0   и  2 d L B 0 . 

рис. 4 видно, что в точке B – условный локальный
нии к этой точке  вдоль множества X  функци
в то подтвержд анный ранее вывод. 

5. З я функц чках экстремума:    f A f B 1 2,  

 

. 

 

 

x1  

2 ( ) 0g x   
( ) 2f x   

( ) 1f x   
B

2 

2 

A

X

1
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