
Лекция 16(2). 
 

  2.2. МЕТОД  ВАРИАЦИЙ  В  ЗАДАЧАХ 
                              С  ПОДВИЖНЫМИ  ГРАНИЦАМИ 

 2.2.1. Функционалы , зависящие от одной функции.  dttxtxtF
T

t

))(),(,(

0

 

  Случай гладких экстремалей 

 

  ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

 Рассмотрим множество M  допустимых функций (кривых) )(tx , удовлетворяю-
щих следующим условиям (см. рис.1): 

 а) функции )(tx  непрерывно дифференцируемые, т.е. , где )()( 1 Ctx   – неко-
торый конечный отрезок, внутренними точками которого являются значения  и 0t T , 
которые заранее не заданы; 

 б) значения ,  и 0t )( 00 txx  T , )(TxxT  , определяющие концы допустимых кри-
вых, удовлетворяют граничным условиям: 

  0),( 00  xt ,      0),(  TxT , (1) 

где ),( xt  , ),( xt   – заданные непрерывно дифференцируемые функции. 

 На множестве M  задан функционал 

  , (2)    
T

t

dttxtxtFtxI

0

))(),(,()(

где функция   имеет непрерывные частные производные до второго порядка 
включительно по всем переменным. 

),,( xxtF 

 Среди допустимых кривых , принадлежащих множеству )(tx M , требуется найти 

кривую , на которой функционал (2) достигает экстремума , т.е. )(* tx

  
0

*

( )
( ) extr ( , ( ), ( ))

T

x t
t

I x t F t x t x t dt


    M
. (*) 

 З а м е ч а н и я. 

 1. Условия (1) определяют подвижные границы (рис. 1). Таким образом, экстремум 
в поставленной задаче ищется в классе гладких кривых, концы которых  скользят по двум 
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заданным линиям, описываемым уравнениями 0),( 00  xt  (для левого конца),  
 (для правого конца). 0),(  TxT

 
  
 
 

                   
   
  Рис. 1 

 Можно выделить следующие частные случаи общей постановки задачи.      

  А. Концы допустимых кривых скользят по двум заданным вертикальным прямым, 
описываемым уравнениями:  0tt   , Tt   (рис. 2). 

 

 

                                                    
 
  Рис. 2 
 
 Б. Концы допустимых кривых скользят по двум заданным кривым, описываемым 
уравнениями 

x  

0),(  TxT0),( 00  xt

)(tx 

)(* Tx  

)(* 0
tx  


0t

T t0  

x  
0tt  Tt 

)(tx 

0t  tT 0
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  )(tx  ,    )(tx  . 

Рисунок аналогичен рис. 1. 

 В рамках рассматриваемого частного случая выделим задачу, в которой заданные 
кривые являются прямыми линиями, параллельными оси абсцисс: , 0xx  Txx   (рис. 
3). 

x   

 

                                         
 
 
  Рис. 3 

 2. В поставленной задаче наряду с поиском кривой  фактически производится 

выбор значений   и   (см. рис. 2 и рис. 3), т.е. ищется тройка ( ). При 
этом ее -окрестность первого порядка (

)(* tx
*

0t
*T **

0
* ,),( Tttx

 0 ) образуется тройками ( ), удовле-
творяющими условию 

Tttx ,),( 0

  


**
00

)(

* ,,)()(
1

TTtttxtx
C

. 

 Функционал (2) точнее записывается в форме 

  .    
T

t

dttxtxtFTttxI

0

))(),(,(,),( 0

 Функционал достигает на тройке ( ) слабого минимума, если **
0

* ,),( Tttx

   **
0

*
0 ,),(,),( TttxITttxI     в  -окрестности первого порядка. 

 

  НЕОБХОДИМЫЕ  УСЛОВИЯ  ЭКСТРЕМУМА 

  

 Теорема 6 (необходимые условия экстремума функционала в задаче (*)). 

 Если на функции , удовлетворяющей граничным условиям )()( 1* Ctx

0),(,0),( 00  TxTxt , функционал (2) достигает слабого экстремума, то она 
удовлетворяет: 

0xx   

)(tx 

Txx   Tx  

0x  

0  

T


0t t
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 а) уравнению Эйлера  0 xx F
dt

d
F ; 

 б) условиям трансверсальности: 

  00)(,0)(, *
0

**
0

*
0

**
0









 x
x

t
t txttxt

, 

    

  0
)(,)(, ****** 








 TTxTTxT
x

x
T

t
, 

  

  0][ *
*

 


TFxFxF
TtxTx

Tt
, 

    

  0][ 00 *
0

*
0


 tFxFxF
ttxttx . 

  
 З а м е ч а н и я. 

 1. Если один из концов допустимых кривых закреплен, то условия трансверсально-
сти для этого конца не выписываются. 

 2.  Если рассматривается задача, в которой концы кривых скользят по двум задан-
ным вертикальным прямым 0tt   , Tt   (см. рис.2), поскольку  и 0t T  заданы, то ва-
риации , 00 t 0T . Следовательно, условия трансверсальности имеют вид 

  0
*





Tt
xF ,     0*

0


 ttxF .      

 3.  Если концы допустимых кривых скользят по двум заданным кривым )(tx   и 
)(tx  , то условия трансверсальности можно записать в виде 

  0])([ *   TtxFxF ,  

  0])([ *
0


 ttxFxF .  

 Если рассматривается случай задания кривых в виде 

  const)(0  txx ,     const)(  txx T ,  

то , а условия упрощаются: 0)(,0)(  tt

  0][ *   TtxFxF ,     0][ *
0


 ttxFxF .     
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 4.  Если условия 0),( 00  xt ,  0),(  TxT , отсутствуют, то вариации Tx , T , 
 ,  произвольны. Тогда  0x 0t

  0*  TtxF ,     0][ *   TtxFxF , 

   

  0*
0


 ttxF ,     0][ *

0


 ttxFxF . 

  

  АЛГОРИТМ  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧИ  (*) 

 1.  Записать уравнение Эйлера  

  0 xx F
dt

d
F . 

 2. Найти общее решение уравнения Эйлера:  ),,( 21 CCtxx  . 
 3. Записать условия трансверсальности и граничные условия 0),( 00  xt ,      

. В частных случаях граничных условий выбрать требуемое условие транс-
версальности.  

0),(  TxT

 4.  Определить  и получить уравнение экстремали . **
021 ,,, TtCC )(* tx

  

  2.2.2. Функционалы , зависящие от одной функции.  dttxtxtF
T

t

))(),(,(

0

 

   Случай негладких экстремалей 

 

  ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ 
 
 Рассмотрим множество M  допустимых функций (кривых) )(tx , удовлетворяю-
щих следующим условиям (рис. 4) : 
 а) функции )(tx  определены и непрерывны на отрезке , где  и ],[ 0 Tt 0t T  заданы; 
 б) функции )(tx  удовлетворяют граничным условиям: 

  TxTxxtx  )(,)( 00 ,  
где   заданы, т.е. проходят через две закрепленные граничные точки А и В ;  Txx ,0

 в) функции )(tx  являются кусочно-гладкими, причем непрерывность     производ-
ной может нарушаться в некоторой заранее неизвестной точке  (точке излома). Функ-
ции 

1t

)(tx  образуются двумя гладкими функциями )(txAC  и , имеющими общую 

точку 

)(txCB

C , т.е.  и . )),([ 10
1 ttCxAC )(t  ]),1 T(()( 1 tCtxCB 

 На множестве M  задан функционал 
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  ,   
T

t

dttxtxtFtxI

0

))(),(,()]([

где функция  имеет непрерывные частные производные до второго порядка 
включительно по всем переменным.  

),,( xxtF 

 
 

                                     

 x C

 
  Рис. 4 

 Среди допустимых кривых )(tx , принадлежащих множеству M , требуется найти 

кривую  , на которой функционал  достигает экстремума , т.е. )(* tx

  . (*)     


T

t
tx

dttxtxtFtxI

0

))(),(,(extr)(
)(

*

M

 З а м е ч а н и я. 
 1. Могут рассматриваться задачи, в которых несколько точек излома. 
 2. Доказано, что в задаче поиска экстремума функционала излом возможен в точке, 
где . 0xxF
 3. Во многих практических задачах требование непрерывности производной явля-
ется неестественным, так как решение достигается на экстремалях, имеющих точки из-
лома. Поэтому рассматриваемая здесь задача актуальна. 
 
 
  НЕОБХОДИМЫЕ  УСЛОВИЯ  ЭКСТРЕМУМА 

 Теорема 7 (необходимые условия экстремума в задаче (*)). 

 Если на непрерывной функции , непрерывно дифференцируемой на проме-
жутках  и , где  – точка излома производной, и удовлетворяющей гра-
ничным условиям 

)(* tx

Tx

),[ 10 tt ],( 1 Tt

tx
1t

x Tx )(* 0 )(*,0 , функционал достигает экстремума, то она 
удовлетворяет: 

 а) уравнению Эйлера на каждом из промежутков  и ; ),[ 10 tt ],( 1 Tt

0  

A

B  

0x  

Tx  

0t 1t T

)(txCB  )(txAC

 t
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 б) условиям Вейерштрасса–Эрдмана  

  
00 11  

ttxttx FF ,  

  
00 11

][][
 

ttxttx FxFFxF . 

  

  АЛГОРИТМ  ПРИМЕНЕНИЯ  НЕОБХОДИМЫХ  УСЛОВИЙ  ЭКСТРЕМУМА                  
В  ЗАДАЧЕ  (*) 

 1. Выписать условия Вейерштрасса–Эрдмана. Если из них следует условие непре-
рывности первой производной )0()0( 11  txtx , воспользоваться алгоритмом нахож-
дения гладких экстремалей. 
 2. Записать уравнение Эйлера и найти его общее решение на промежутках   
и :

),[ 10 tt

],( 1 Tt ),,()(),,,()( 4321 CCtxtxCCtxtx CBCBACAC  . 
 3. Определить  из граничных условий 14321 ,,,, tCCCC TxTxxtx  )(,)( 00 , усло-
вия непрерывности  )()( 11 txtx CBAC 

)(* tx

 и условий Вейерштрасса–Эрдмана. В результате 

получить экстремаль . 
 

 Пример. Найти экстремаль функционала 

  , dttxtxtxI 2
4

0

2 ]2)([)()]([  

удовлетворяющую граничным условиям 0)0( x  , 4)4( x . 

  1. Запишем условия Вейерштрасса–Эрдмана: 

 
0000 1111

)22)(2(2)22)(2(2
 

ttxttttttx FxxxxxxF , 

00
2

0
2

0 1111
)32)(2()32)(2(

 
ttxttttttx FxFxxxxxxFxF . 

Отсюда следуют варианты одновременного выполнения записанных условий: 

 а) ; )0()0( 11  txtx

 б) , ; 0)0( 1  tx 2)0( 1  tx

 в) , . 2)0( 1  tx 0)0( 1  tx

 Вариант «a» соответствует случаю поиска гладких экстремалей. Так как    подын-
тегральная функция не зависит от x  и t  явно, то общее решение уравнения Эйлера имеет 
вид . Из граничных условий 21)( CtCtx  0)0( 2 Cx , 44)4( 21  CCx  нахо-

дим ,  и экстремаль . 11 C 02 C ttx (* )

 2. Решение уравнения Эйлера на промежутках ,  и ,  имеет вид 0[ )1t 1(t ]4
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  21)( CtCtxAC  ,    43)( CtCtxCB  . 

 3. Определим , , , ,  из граничных условий: 1C 2C 3C 4C 1t

  0)0( 2 CxAC ,    44)4( 43  CCxCB , 

из условия непрерывности: 

  )( 1txAC  11 tC  132 tCC 4C  , )( 1txCB

и из условий Вейерштрасса–Эрдмана (см.п.1).  

 Варианту «б» соответствуют условия: 

  0)0()0( 111  Ctxtx AC ,       2)0()0( 311  Ctxtx CB . 

Тогда получаем 444 34  CC , 0413 CtC , 21 t . В результате получена экс-

тремаль 0)( txAC  при ]2;0[t  ,  при 42)(  ttCB
x ]4;2[t . 

 Варианту «в» соответствуют условия: 

  2)0()0( 111  Ctxtx AC ,    0)0()0( 311  Ctxtx CB . 

Тогда получаем 444 34  CC , 412 Ct  , 21 t . В результате получена экстремаль  

 при ttxAC 2)(  ]2;0[t )( txCB ,  при 4 ]4;2[t  (см. рис. 5). 

 

                                     

x

 

  Рис. 5 

 Таким образом, в поставленной задаче имеются три экстремали: одна гладкая и две 

– негладкие. На негладких экстремалях    0)(* txI , а на гладкой  (очевидно, на 
ней минимум не достигается). 

4I

 
 
 

 C B
4  

 A C

0  2 4 t
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2.2.3. Функционалы ,                   TxTxTGdttxtxtxtxtF n

T

t

nn ,,,,,,,,, 111

0

 

зависящие от нескольких функций 
 

 ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ 

 Рассмотрим множество M  допустимых вектор-функций       Tn txtxtx ,,1  , 

удовлетворяющих следующим условиям: 

 а) функции  txi , , непрерывно дифференцируемы, т.е. ni ,...,1     1Ctxi , где 
 – некоторый конечный отрезок, значение  0t  задано, а значение T  не задано и яв-

ляется внутренней точкой ; 

 б) левый конец кривых закреплен, т.е.    T
nxxxtx 01000 ,..., 

n

, где , 0ix

,...,1 , заданы; правый конец удовлетворяет граничным условиям:  i

    0,...,, 1  nTTj xxT , pj ,...,1 ,    1 np ,   

где ;  Txx iiT   nj xxt ,...,, 1 , pj ,...,1 , – заданные непрерывно дифференцируемые 

функции.  
 На множестве M  задан функционал 

    ,                     TxTxTGdttxtxtxtxtFtxtxI n

T

t

nnn ,...,,,...,,,...,,,..., 1111

0

 

где функция  nn xxxxtF ,...,,,...,, 11  имеет непрерывные производные до второго поряд-

ка включительно по всем переменным, а функция  nxxtG ,...,, 1  непрерывно дифферен-

цируема по всем переменным. 

 Среди всех вектор-функций, принадлежащих множеству M , требуется найти век-

тор-функцию , на которой достигается экстремум функционала, 

т.е. 

      T

n txtxtx **
1

* ,..., 

  .     (*)                    












 

T

t

nnn
tx

n TxTxTGdttxtxtxtxtFtxtxI

0

,...,,,...,,,...,,extr,..., 111
)(

**
1

M

 З а м е ч а н и я. 
 1. Функционал называется функционалом Больца. Кроме интегрального члена, 
он содержит терминальный член     TxTxTG n,...,, 1 . 

 2. В рассматриваемой задаче для простоты изложения полагается, что  левый конец 
допустимых кривых закреплен. В качестве обобщений могут быть изучены вариацион-
ные задачи с подвижным левым концом, удовлетворяющим условию 

  0,...,, 0100  nj xxt , mj ,...,1 , а также функционалом с терминальным членом 

         0txQ n010 ,...,, txt1 ,...,, TxTxTG n   или         00101 ,..,,,,...,, txtxtTxTxTG nn . 
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  НЕОБХОДИМЫЕ  УСЛОВИЯ  ЭКСТРЕМУМА 
 

 Теорема 8 (необходимые условия экстремума функционала в задаче (*)). 

 Если на вектор-функции       Tn txtxtx **
1

* ,..., , где     1Ctxi , удовлетво-

ряющей граничным условиям   00 xtx  ,   0)(  Txn),...,T(, 1  xTj , pj ,...,1 , 

функционал  достигает слабого экстремума, то функции    txn
*,...,tx *

1  удовлетворяют: 

 а) системе уравнений Эйлера  

  0 
ii xx F

dt

d
F ,    ni ,...,1 ; 

 б) условиям трансверсальности  

                    
   

0
******

,1,1












 















 


  TFx
t

G
Fx

x

G
F

TxT

x

n

i
iiT

TxT

n

i i
x ii

,  

  
   

0
****** ,1,










 


iT

TxT

n

i i

j

TxT

j
j x

x
T

t
,    p,...,1 . j

 
 З а м е ч а н и я. 
 1. Если значение Т задано, а правый конец допустимых кривых скользит по прямой 
с уравнением Tt  , то вариация 0T . В силу произвольности вариаций iTx , 

, из получаем ni ,...,1

  
 

0
*,






TxTi

x x

G
F

i
,   ni ,...,1 .   

 2. Если правый конец допустимых кривых удовлетворяет соотношениям 
,  tx ii  ni ,...,1 , то из    0),...,,( 1  txxxt iini   в силу произвольности T  

получаем 

   
 

0
***,1


















 




TxT

n

i
i

i
xii

x

G
Fx

t

G
F

i
.   

 
АЛГОРИТМ  ПРИМЕНЕНИЯ  НЕОБХОДИМЫХ  УСЛОВИЙ  ЭКСТРЕМУМА   

В  ЗАДАЧЕ (*) 

  1. Записать систему уравнений Эйлера. 
  2. Найти общее решение системы  nii CCCtxx 221 ,...,,, , . ni ,...,1
  3. Записать условия трансверсальности (в зависимости от вида граничных условий) 
и граничные условия. 

  4. Определить  и выписать экстремаль . *
21 ,,..., TCC n       Tn txtxtx **

1
* ,...,

 
  
 

 10 



 Пример. Найти экстремаль функционала 

  ,                   11, 21

1

0

212121 xxdttxtxtxtxtxtxI  

удовлетворяющую граничным условиям:     000 21  xx . 

   1. Запишем систему уравнений Эйлера. Так как , 2121 xxxxF 

   ,   ,   21
xFx  21

xFx
 21

xF
dt

d
x

 ,   12
xFx  ,   ,   12

xFx
 12

xF
dt

d
x

 , то 

  02211
  xxF

dt

d
F xx , 

  01122
  xxF

dt

d
F xx . 

 2. Найдем общее решение системы 011  xx , 022  xx : 

  ,       tt eCeCtx  211   tt eCeCtx  432 . 

 3. Запишем условия трансверсальности, учитывая, что значение 1T   задано, а 
 и  произвольны. Поскольку  11x  12x   2121,, xxxxtG  , то  

    0112
11

1








 x
x

G
F

T
x , 

    0111
12

2








 x
x

G
F

T
x . 

 Используем граничные условия: 

    00 211  CCx , 

    00 432  CCx . 

 4. Определим . Имеем 4321 ,,, CCCC 21 CC  , 43 CC  , , 

, а также 

tt eCeCtx 
211 )(

tt eCeCtx 
432 )(

    0111 1
432  eCeCx , 

    0111 1
211  eCeCx . 

Отсюда 
1

1
212






 e

e

ee
C , 

121



e

e
C , 

124



e

e
C , 

123



e

e
C . В результате 

получаем экстремаль :       Ttxtxtx *
2

*
1

* ,     tt e
e

e
e

e

e
txtx 







11 22
*
2

*
1 . 
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	 Если на функции , удовлетворяющей граничным условиям , функционал (2) достигает слабого экстремума, то она удовлетворяет:
	  АЛГОРИТМ  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧИ  (*)
	  . (*) 
	  НЕОБХОДИМЫЕ  УСЛОВИЯ  ЭКСТРЕМУМА
	 Теорема 7 (необходимые условия экстремума в задаче (*)).

